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Общая характеристика работы 
 

Актуальность темы.   
Задача о вращении небесных привлекала внимание исследователей, начиная c 17-го 

века (законы Кассини, 1693). Вращения Луны и Земли исследовались в работах Лагранжа, 
Лапласа (18–ый век), Тиссерана, Рауса, Грэя, Пуансо, Чандлера, Ньюкома (19 век). В 
двадцатом веке  существенный вклад в исследование динамики вращения планет внесли 
Голдрейх, Пиил, Коломбо, Ласкар, Киношита, Суше, Ворд, Гамильтон, Вильке и др. Запуск 
искусственных спутников Земли стимулировал исследования вращений космических 
аппаратов относительно центра масс в центральном гравитационном поле с учетом 
возмущающих сил различной природы (магнитных, аэродинамических, сил светового 
давления). Здесь необходимо отметить работы Г.Н. Дубошина, В.В. Белецкого, В.А. 
Сарычева, А.П. Маркеева, Ф.Л. Черноусько, А.П. Торжевского, В.С. Асланова, А.А. Хентова, 
А.П. Торжевского, В.В. Сазонова, М.Ю. Овчинникова, А.А. Тихонова, И.В. Бриквела. В 
работах П.С. Красильникова описана техника исследования вращений небесного тела 
(спутника) в задаче трех и более тел.  
 Необходимо отметить, что исследование вращения небесных тел является актуальным 
для задач навигации и ориентации космических аппаратов, полета космических аппаратов к 
другим планетам, для проведения физических экспериментов  и наблюдений в открытом 
космосе и вблизи планет. Существенным является и то, что проблема вращения небесных тел 
имеет самостоятельный теоретический интерес как раздел динамики твердого тела.  
 
Цель работы 

Диссертация посвящена исследованию нерезонансных вращений некоторых небесных 
тел (Марса, Сатурна, Нептуна) под действием сил притяжения двух и более тел. 
Применяется метод усреднения, когда в качестве основных переменных при исследовании 
вращательного движения небесных тел выбираются переменные Депри-Андуайе. 
Исследуется поведение вектора кинетического момента планеты при любых возмущениях 
этого вектора в начальный момент времени, в частности, исследуется прецессия планеты с 
описанием эволюции частоты прецессии и угла нутации. 

 
Методы исследования 

Для решения поставленных задач в рамках диссертационной работы использовался 
классический метод теории возмущений – метод усреднения, метод малого параметра. 
Алгебраические преобразования, построение необходимых графиков и вычисление 
некоторых кратных интегралов выполнялось с помощью пакета программ Maple. 
 
Научная новизна и основные результаты 

В настоящей работе используется современная техника исследования вращения 
небесных тел в сложных гравитационных полях. Предполагается, что орбита планеты 
является квазипериодической функцией времени с конечным набором базисных частот. 
Усреднение гамильтониана задачи по всем быстрым переменным, в том числе и по 
переменным орбитального движения тела, приводит функцию Гамильтона к автономному 
виду. Эта функция зависит от параметров Dj, являющихся функционалами на множестве 
квазипериодических орбит. В нерезонансном случае усредненные уравнения интегрируются, 
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что позволяет получить исчерпывающую информацию о колебаниях вектора кинетического 
момента планеты в инерциальном пространстве и описать вращения самой планеты вокруг 
вектора кинетического момента.  

Описаны новые эффекты влияния Юпитера на вращения Сатурна: эволюция 
постоянных параметров регулярной прецессии вектора кинетического момента I2; появление 
новых либрационных зон колебаний вектора кинетического момента вблизи плоскости 
небесного экватора, параллельного плоскости орбиты Юпитера; появление дополнительных 
неустойчивых равновесий этого вектора в точках северного и южного полюсов небесной 
сферы и, как следствие, наличие гомоклинических траекторий; существование 
периодических траекторий со сколь угодно большими периодами вблизи гомоклинической 
траектории.  

Исследование вращений Марса проводилось с учетом притяжения Солнца, Юпитера и 
Земли. Описаны новые эффекты влияния Юпитера и Земли на вращения Марса: 
«классические» положения равновесия вектора кинетического момента Марса, 
принадлежащие нормали к плоскости орбиты Марса, сохраняются под действием 
притяжения Земли и Юпитера. Кроме того, появляются два новых равновесия вектора 
кинетического момента, принадлежащие нормали к плоскости орбиты Юпитера. Эти 
равновесия неустойчивы, через них проходят гомоклинические траектории. Помимо этого, 
появляется пара неустойчивых равновесий, принадлежащих дуге большого круга, 
параллельного плоскости орбиты Марса. Через эти равновесия проходят четыре 
гетероклинические кривые. Между парами этих кривых заключены два устойчивых 
положения равновесия. 

Получены новые результаты, описывающие эволюцию прецессии Сатурна, 
учитывающие не только притяжение Юпитера, но и притяжение регулярных спутников 
Сатурна. Рассматривая планету со спутниками как “единое целое”, прецессирующее вокруг 
нормали к неподвижной плоскости орбиты Сатурна, получены, с помощью метода малого 
параметра, выражения для частоты прецессии и угла нутации оси вращения планеты с 
точностью до членов второго и третьего порядков малости. Построен график зависимости 
угла нутации Сатурна от времени на промежутке времени 6×106 лет, получены также 
значения поправок к частоте (периоду) прецессии, вызванных притяжением спутников и 
Юпитера. 
 
Положения и результаты, выносимые на защиту  

На защиту выносятся следующие основные результаты и положения: 
• Небесно-механическая модель, описывающая вращения небесных тел (Сатурна и Марса) 

с учетом притяжения Солнца, Юпитера, Земли, спутников планеты 

• Методы исследования вращений небесных тел, находящихся под действием притяжения 

n тел (n≥2).  

• Описание новых эффектов во вращении Сатурна под действием притяжения Юпитера и 

Солнца: дополнительных равновесий вектора кинетического момента, либраций в 

окрестности полюса и экватора, асимптотических движений этого вектора. 

• Описание эволюции прецессии Сатурна, учитывающей не только притяжение Солнца и 

Юпитера, но и притяжение регулярных спутников Сатурна. 
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• Описание вращения Марса под действием притяжения Юпитера, Солнца и Земли, 

описание новых эффектов во вращения Марса: дополнительных равновесий вектора 

кинетического момента, либраций в окрестности полюсов и экватора, асимптотических 

движений вектора кинетического момента. 

 
Аргументированность, обоснованность и достоверность диссертации 

Достоверность полученных результатов обеспечивается использованием 
фундаментальных законов механики, строгих математических рассуждений и доказательств. 
Полученные картины вращений небесных тел не противоречат  классическим результатам 
исследования вращений небесных тел в рамках задачи двух тел, являются их обобщением, а 
также соответствуют наблюдаемым параметрам вращения небесных тел (значение периода 
прецессии оси вращения Сатурна подтверждено наблюдениями с «Вояджера») 
 
Теоретическая и практическая ценность 
 Практическая значимость исследований заключается в получении новых результатов 
по исследованию вращений Сатурна и Марса, в возможности использования этих 
результатов для решения задач ориентации близких искусственных спутников планеты, 
высокоточного вычисления орбиты таких спутников. 

Полученные в диссертации результаты демонстрируют новый подход к 
моделированию вращений небесных тел с учетом действия гравитационных моментов 
нескольких притягивающих центров и вносят новый вклад в теорию относительных 
движений естественных небесных тел (планет Солнечной системы). 
 
Апробация работы 
 Основные результаты работы, представленные в диссертации были доложены на 

следующих конференциях и семинарах: 

• АКТУАЛЬНЫЕ ПРОБЛЕМЫ РОССИЙСКОЙ КОСМОНАВТИКИ. Труды XXXIX 

академических чтений по космонавтике, посвященных памяти академика С.П. 

Королева и других выдающихся отечественных ученых-пионеров освоения 

космического пространства. Москва, 27 – 30 января 2015 г. 

• Международная научная конференция по механике. СЕДЬМЫЕ ПОЛЯХОВСКИЕ 

ЧТЕНИЯ. 2 - 6 февраля 2015 г. Санкт-Петербург, Россия. 

• Научный семинар «Динамические системы и механика» Московского авиационного 

института (национального исследовательского университета). 

• Семинар по небесной механике ГАИШ при МГУ им. М.В. Ломоносова 

(координационный совет по небесной механике ГАИШ), 15 сентября 2015 г. 

• VII Всероссийское совещание-семинар по теоретической механике,  робототехники, 

мехатроники, 26-30 сентября 2016 г., г. Махачкала 
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Публикации 
Результаты диссертации отражены в 6 научных публикациях, 3 из которых 

опубликованы в изданиях, рекомендованных ВАК. Список приведен в конце автореферата. 
В рамках научных конференций результаты докладов опубликованы в виде тезисов 

 
Личный вклад автора 

Содержание диссертации и основные положения, выносимые на защиту, отражают 
вклад автора в опубликованные работы. Подготовка к публикации полученных автором 
результатов проводилась совместно с научным руководителем. Основные результаты 
настоящей диссертации и положения, выносимые на защиту, получены автором 
самостоятельно. 
 
Объем и структура работы 

Диссертация изложена на 99 страницах и состоит из введения, трех глав, заключения 
и списка цитируемой литературы (88 наименований). 

 
 
Содержание работы 
Во Введении обоснована актуальность рассматриваемой задачи, изложена суть 

предлагаемого подхода, дан обзор литературы по теме диссертации, перечислены 
представленные в работе результаты и кратко изложена структура диссертации. 

 
В первой главе исследовано вращение Сатурна под действием сил притяжения 

Солнца и Юпитера в рамках ограниченной эллиптической задачи трех тел. Солнце и Юпитер 
представляют собой материальные точки с массами Sm и Jm  ( S Jm m> ), движущиеся друг 
относительно друга по эллиптической кеплеровой орбите.  

Сатурн считается абсолютно твердым телом с произвольным эллипсоидом инерции, 
масса m  которого много меньше масс Sm и Jm . Центр масс Сатурна движется вокруг 
Солнца по эллиптической кеплеровой орбите. Пусть ,C J  и S  -- центры масс  Сатурна, 
Юпитера и Солнца соответственно.  Для исследования вращения Сатурна введены правые 
системы координат (Рис 1).  
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Рис. 1. К выводу уравнений движения Сатурна относительно центра масс. 

     Здесь Oxyz  -- барицентрическая система координат с началом в центре масс тел S и J , 

Cξηζ  -- кёниговая система координат, 1 2 3Cx x x - система координат, жёстко связанная с 
телом, оси которой направлены по главным центральным осям инерции. Ориентация 
подвижного трёхгранника 1 2 3Cx x x  относительно неподвижного Cξηζ задаётся с помощью 

канонических переменных Депри-Андуайе 2 3 2 3, , , , ,L I I l ϕ ϕ . 

Дифференциальные уравнения вращения имеют гамильтонов вид. Выражение для 
функции Гамильтона: 

2 2 2 2 2
2 sin cos

2 2
I L l l LH U

A B C
         

, 

     
3 3

2 2 2 2 2 2
12 13 22 233 3

1 2

3 31 ( ) ( )
2 2

J J
J J

a aU n B A C A n B A C A
r r

                       , 

    1 cos sin cos sinij j j i j j j
i

x x y z
r

                  . 

Здесь введены следующие обозначения: 0.0009533888249J

S J

m
m m

  


, f - гравитационная 

постоянная, 1x r  ,  2 1x r   -координаты центров масс Солнца и 

Юпитера, ( ) 3
J S J Jn f m m a= +  - среднее движение Юпитера, ( )2 2 2

i ir x x y z= − + + , ij - 

направляющие косинусы радиуса-вектора i ir mC=  с главными центральными осями инерции 

jCx , , ,A B C - главные центральные моменты инерции Сатурна относительно осей 

1Cx , 2Cx , 3Cx соответственно, , ,i i i   - элементы матрицы направляющих косинусов между 

неподвижным Cξηζ  и подвижным 1 2 3Cx x x  трёхгранником.  
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 Орбита Сатурна C считается известной квазипериодической функцией времени в 
барицентрической системе координат Oxyz , частотный базис которой имеет вид 

 ,J Cn n1ω . Здесь Jn , Cn - средние движения Юпитера и Сатурна соответственно. 

Малый параметр задачи -- ( )* 4/ ~ 10J J Jn n nε −′ ′= = Ω , где 41.65 10∗ −Ω ≈ ⋅ /рад c --  

угловая скорость вращения Сатурна относительно центра масс,  81.68 10Jn −≈ ⋅ /рад c  -- 
среднее движение Сатурна. 

«Расширенная» функцию Гамильтона в переменных действие-угол  1 2 3 1 2 3, , , , ,I I I w w w  
имеет вид: 

1 0 1 1 2 3 1 2 3 1
1 ( , , , , , , , )c

M M
nH P P H H I I I w w w M M
 

 
     

Здесь M tε=  -- "медленное" время, M , MP , 1M ,
1MP - новые обобщённые координаты и 

импульсы.  
 При помощи канонической замены переменных, близкой к тождественной при 
условии отсутствия резонансных соотношений между базисными частотами вращения 
Сатурна  1 1 2 0 1, /I I H I    ,  2 1 2 0 2, /I I H I     и частотами орбитального движения 

Сатурна Jn , Cn  была получена усредненная функция Гамильтона: 

1 0 1
1 ,c

M M
nH P P H Hε
ε ε

∗ ′
= + + +% %    

( )

2 2

1 1 1 2 14
0 0

1 ...
2

H H dw dw dM dM
π π

π
= ∫ ∫  

Показано, что резонанс 2 : 5  в орбитальных движениях Сатурна и Юпитера слабо 
влияет на вращения Сатурна. Функция 1H  имеет следующий вид: 

   3 * 1
1 1 2 2 3 3

3, , ,
2 2J
DH a F I I G I I w

 
    
  

 

где 
     2 2 2

2 3 3 2 3 3 3 4 3 5 1 6 3 7 3 1 1, , sin cos sin 2 sin sin cos cos sin ,G I I w D w D w D w D D w D w       

3
1 3 3

2

cos ,I w
I

  
 

Вид функции ( )1 2,F I I  зависит от области изменения некоторого параметра λ . 

Коэффициенты iD вычисляются по формулам: 

 
 

 
 

 
 

 
 

3 3
2 22 2 2 2 2 2

1 1 1 12 2 2 2
0 0 0 0 1

1 11 1, ,
2 2 1 cos 1 cos

J C
i i i

J C

e e
D Q dM dM Q d d

e e

   

     
   

 
 

      

Здесь введены следующие обозначения: 

 2 2 22

1 5
1

2
2

i
i

i i

x x y z
Q

r




  
  , 

  2
2

2 5
1

cos sin
2

i
i

i i

x x y
Q

r
 




 
  , 

 

  2
2

3 5
1

sin cos
2

i
i

i i

x x y
Q

r
 




 
  , 
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     2

4 5
1

sin cos sin cos
2

i i
i

i i

y x x x x y
Q

r
   




   
  , 

 
22

5 5
1 2i

i i

zQ
r




  , 
  2

6 5
1

cos sini
i

i i

z x x y
Q

r
 




 
  , 

 
  2

7 5
1

sin cosi
i

i i

z x x y
Q

r
 




 
  , 1 1   , 2  . 

Усредненные уравнения вращений допускают следующие интегралы в инволюции: 

1I const= , 2I const= , 1H const=  

Интеграл  G const=  следует из интеграла 1H const= , он описывает возмущённое движение 

вектора 2I  кинетического момента Сатурна в кёниговых осях. Геометрия масс планеты не 

влияет на поведения вектора 2I , так как G не зависит от A, B, C.   
Получена явная зависимость координат , ,x y z  Сатурна от времени в виде кратного 

ряда Фурье и проведены вычисления параметров jD : 3
1 0.5791985815 10D −= ⋅ ,  

83 3
2 3 4 5

70.2896870643 10 , 0.2897883014 10 , 4.920297019 10 1.383920 5 1, 6 7 0D D D D           
4

6 -0.1174174249 10D −= ⋅ , 5
7 0.4707022248 10D −= ⋅  

Исследован качественный характер вращения Сатурна, для чего был рассмотрен  
интеграл G g= . В частности, положения равновесия * *

1 1 3 3,      вектора кинетического 

момента 2I  находятся из следующей системы уравнений: 

   

   

2
2 3 3 4 3 1 6 3 7 3 1

3

2 2
2 3 3 3 4 3 5 1 6 3 7 3 1

1

1sin 2 2 cos 2 sin cos sin sin 2 0
2

sin cos sin 2 sin 2 sin cos cos 2 0

G D D D D D

G D D D D D D

     


      


        


      



Вектор 2I совершает либрационные движения (рис.2) в окрестности неподвижных точек 

 3 11.952062662, 0.02183210425    , 3 15.093655316, 3.119760547    . 

 
Рис. 2. Либрационные зоны конца вектора кинетического момента Сатурна в окрестности 

северного полюса единичной сферы. 
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Появление этих точек обусловлено наклоном плоскости орбиты Сатурна по 

отношению к плоскости орбиты Юпитера,  равным   , и как следствие, -- смещением 

традиционных равновесий 1 0,   вектора 2I  (обусловленных притяжения одного лишь 

Солнца) на угол *
1   

Кроме этого, появляются новые положения равновесия, отвечающие 

значениям 1 10,    . Неустойчивым стационарным точкам 1 10,    отвечают 

гомоклинические траектории, вдоль которых движение имеет асимптотический характер (на 

Рис.2 изображена черным цветом).  

В окрестности экватора единичной сферы вектор кинетического момента  совершает 

колебания  вблизи неподвижных точек  3 10.5714376802, 1.574923820     

 3 13.713030335, 1.566668834     (рис.3). Появление этих точек – результат разрушения 

структурно  неустойчивого многообразия, существующего в прецессионных вращениях 

планеты под действием притяжения Солнца.  Зона колебаний ограничена  сепаратрисой 

g=0.0002896666946 (на рис.3 – изображена черным цветом), соединяющей равновесия с 

координатами  3 15.283915161, 1.549358058      и   3 2.142322507,      

1 1.592234596   соответственно.  

 
Рис. 3. Либрационные зоны конца вектора кинетического момента Сатурна в окрестности 

экватора  единичной сферы. 
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Отметим, что реальному вращению Сатурна соответствует фазовая траектория на 
единичной сфере с углом нутации 1 26.73  o , отсчитанным от нормали к плоскости орбиты 
Сатурна. 

 

Во второй главе исследуется  прецессия Сатурна под действием притяжения Солнца, 

Юпитера и спутников планеты. Считается, что планеты С (Сатурн)  и J (Юпитер)  движутся 

относительно S (Солнца)  по эллиптическим орбитам в поступательно перемещающихся 

осях, связанных с телом S: 

   2 2

1
1

1 1
,

1 cos 1 cos
J J C C

J C

a e a e
r r

e e 

 
 

 
 

Здесь r и r1- радиусы векторы между телами S и J, S и С соответственно, aJ , eJ (aC , eC) -- 

большая полуось и эксцентриситет эллиптического движения тела J (тела С); ν, и ν1 -- 

истинные аномалии. Тело C считаем абсолютно твёрдым телом с динамически-

симметричным распределением массы (A=B). 

 

 

Рис. 4. Вывод уравнений движения вокруг центра масс планеты C. 

 

Используются следующие системы координат: барицентрическая Oxyz  с началом в 

центре масс тел C и S, кёнигова система координат Cξηζ ,  система координат 1 2 3Cx x x , 

жёстко связанная с телом, оси которой направлены по главным центральным осям инерции. 

Ориентация подвижного трёхгранника 1 2 3Cx x x  относительно кёниговой системы координат 

Cξηζ задаётся с помощью канонических переменных Депри-Андуайе 2 3 2 3, , , , ,L I I l   . 

Выражение для функции Гамильтона известно (без учета притяжения спутников): 
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2 2 2
2

2 2
I L LH U

A C
−

= + − ,       
3 3

2 2 2 2
13 233 3

1 2

3 3
2 2

C J
S C J J

a aU n C A n C A
r r

         

13 3 3cos sin      ,       23 3 3 2 3 3 2 3 2
2

1 cos sin cos sinСx x y z
r

                  

Здесь введены следующие обозначения: 

S
S

C S

m
m m

µ =
+

, J
J

S J

m
m m

µ =
+

 , C
C

S C

m
m m

µ =
+

 

Остальные параметры,  направляющие косинусы и радиус векторы jr  описаны выше. 

Орбита тела J (Юпитера) -- квазипериодическая функция времени (в 

барицентрической системе координат Oxyz), частотный базис которой  состоит из средних 

движений Юпитера и Сатурна. Единица времени -- характерное значение T*=1/Ω*. Тогда 

параметры ( )*
1 /C C Cn n nε ′ ′= = Ω , ( )*

2 /J J Jn n nε ′ ′= = Ω  – малые. 

Считается, что эллипсоид инерции планеты близок к динамически-сферическому: 

3 2( )C A J      – малый параметр, С′=C/I* , A′=A/I* , 2
0CI m r  , r0 - средний 

экваториальный радиус планеты С, 2J  – коэффициент второй зональной гармоники. В силу 

,J C Sm m m= , параметры  μJ  = ε4, μC = ε5 будут малыми. 

Гамильтониан приводится к следующему виду: 

2 2
0 1 3 1 2 3 4 2H H H H        

где  
2 2 2
2

*0 2 2
I L L
A I

H
C I∗ ∗ ∗

−
+

′
=

′ Ω Ω
 , 

3
* 2

1 133
1

3 Ω
2

C
S

aH I
r

  , 
3

2
2 233

2

3 Ω
2

JaH I
r

   

Считаем, что частоты 1 2,Ω Ω  невозмущенного вращения планеты С относительно 

собственного центра масс, частоты Cn′ , Jn′  орбитального движения тел С и J несоизмеримы.  

Вводится в рассмотрение «расширенная» функция Гамильтона 

1 0 1 2
1 1

1J
M M

nH P P H H H 
 

 
      ,     1,C JM n t M n t′ ′= =  

Здесь M=ε1t – новое время, 1 3    и 2 1
2 3 4 1      -- независимые малые параметры, M, PM, 

M1, 
1MP  - новые обобщённые координаты и импульсы.  

Усредненная функцию H* по всем быстрым переменным имеет вид: 

1 0 1 2
1 1

1J
M M

nH P P H H H 
 

 
     .

 
Здесь 
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2 2

1 1 2
2 2 2

2 2 13/223
0 0

3 1Ω sin 21 ...
2

3sin sin
24 1

S

C

H H dld dM I
e

 




   
 
   
  

 
 

 
 3 2 2

1

2 2

2 2 2 14 2
0

2
0

2 2
3 Ω sin 2 3sin
2

1 ...
2 JH H dld dMd DM I a G

 

 


          

   2 2 2
2 22 3 32 3 42 3 52 1 62 3 72 3 1 1sin cos sin 2 sin sin cos cos sinG D D D D D D              

Коэффициенты Di2 вычисляются по формулам: 

 
 

 
 

 
 

3
22 2 2 2 2

2 2 1 1 2 1 12 2 2
0 0 0 0

11 1, ,
2 2 1 cos

C
i i i

C

e
D Q M M dMdM Q M d dM

e

   

 
  


 

    , 

Функции  2 1,iQ M  похожи на аналогичные функции предыдущей главы. 

Усредненные уравнения вращений допускают интегралы в инволюции: 

L=const, I2=const , constH    

В рассматриваемом приближении вращение планеты C складывается из регулярной 

прецессии оси вращения планеты C вокруг постоянного по модулю вектора I2 на постоянном 

угловом расстоянии δ2 и движения самого вектора I2  относительно осей Cξηζ. Для Сатурна 

угол δ2 является пренебрежимо малым, поэтому ось вращения планеты совпадает с вектором 

кинетического момента. 

Траектория конца вектора кинетического момента описывается интегралом  H const  , 

который можно привести к виду: 

 
 

2 2 2
22 3 32 3 42 3 52 1

2
62 3 72 3 1 1 1

sin cos sin 2 sin

sin cos cos sin sin const
J

J S

D D D D

D D D

    

      

   

   
 

Это равенство, в отсутствии Юпитера, принимает вид интеграла обобщенной задачи двух 

тел: 2
1sin constS D   . 

 Усредненный гамильтониан H   описывает эволюцию медленных переменных с 

точностью первого порядка малости по µ, ε [1] на временах  

   

*

1 , 2 ,
CT Tt

     
∼  ~106 лет 

 

где TC – период обращения планеты С по орбите. 

Уравнения возмущенного движения, описывающие эволюцию медленных 

переменных 3 3,I   имеют следующий вид: 
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3 1 2

3 3

3 2

3

d H H
d I I
d I H
d


 




 

          

 

Здесь τ=ε1t. В отсутствии притяжения точки J (ε=0)  вектор I2 совершает регулярную 

прецессию вокруг нормали к плоскости орбиты Сатурна, а формула для частоты прецессии 

вектора I2, учитывая определение малых параметров ,   и μS≈1, имеет вид формулы 

Белецкого: 

 
 

 22
23

1 1 23/ 22
2

3cos 13 cos , , const
4 1

C

C

d n A C
dt Ie


  


  


 

Решение эволюционных уравнений раскладывается в ряд по ε:  

     (0) (1) 2 (2)
3 3 3 3 ...I I I I        ,       (0) (1) 2 (2)

3 3 3 3 ...            

Здесь     (0)
12 3/

(0
3 2

) 3 cos
2

,
(1 )

C
e

C r
e

n A C
e C

t  


 
     

  ( 2 0  ) 

        

    

*
(1) 3 2 2 2 (0)
3 22 32 42 1

(0) (0)
62 72 72 1 1

Ω3 [ sin sin sin 2 sin

sin cos cos sin ],

J e e e
e

e e

II a D D D

D D D

       


     



    

  

 

 
 

   

 

* 3 3
(1) (1) (0)
3 3 62 72 12 (0)

1

2 2 (0)
22 32 42 52 1

6Ω 13 sin cos 2sin
sin

2 sin cos sin 2 cos

S C J
e e

rr

e e e

I a D I aI D D
СС

D D D D


       

 

      

                
    

&
 

Формула, описывающая эволюцию угла нутации оси Сатурна с точностью до членов порядка 
ε3 имеет вид: 

       
2(1) (1) (2)(0)

(0) 2 33 3 31
1 1 (0) 3 (0) (0)

1 1 1

cos( )
sin 2sin sinr r r

I I I
O

C C C
  

     
     

             
 

Формулы, дающие поправку к  периоду и частоте прецессии оси Сатурна с точностью до 
членов порядка ε2 имеют вид: 

 
3

(0)
22 32 52 12 2 c2ˆ os )6 (J

r ee

I a D D D o
С

T 
  

 




 




   , 

 
3

(0)
22 32 52 12 s3 co ( )J

e
r

I a D D D o
С




  
 

    

При переходе к «старому» времени t=T*τ/ε1, будем иметь ˆ
2

CT TT


 .  
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Резонанс 2:5 в орбитальных движениях Сатурна и Юпитера слабо влияет на вращения 

Сатурна, поскольку резонансная расстройка ∆=2nJ–5nC~10-2  значительно превосходит малые 

параметры μ, ε.   

 Получена явная зависимость координат 2 2 2, ,x y z  Юпитера (в барицентрических осях) 

от времени в виде кратного ряда Фурье и проведены вычисления параметров ijD : 

D11=0.0005789460169, D21=D31=0.0002894730085, D41=0, D12=0.001278447239, 

D22=0.000639299081, D32=0.0006397384723, D42=-1.718411258×10-6, D52=-2.951574337×10-7,  

D62=-0.00001018866987, D72=-0.00001386094073 

Следуя работам [2], [4], влияние экваториальных спутников Сатурна на его вращение 

учитывается через поправки к осевому моменту инерции C и второй зональной гармоники J2 

. Вывод формул основан на предположении о вращении Сатурна со спутниками как единого 

целого: плоскости орбит спутников  “жестко связаны” с плоскостью экватора Сатурна, так 

как прецессируют вместе с экватором, имея с ним постоянные углы наклона [3]. 

Кинетический момент “единого целого” представим в виде кинетического момента 

Сатурна и орбитальных моментов его экваториальных спутников: 
2

2
2 0 2

0

, j j j
C r

j C r

m a n
I Cm r C C

m r



  % % , 

Здесь mj , aj , nj – масса, орбитальный радиус и среднее движение j-ого экваториального 

спутника соответственно. Коэффициентом второй зональной гармоники 2J  вычисляется по 

формуле 
2

2 2 2
0

1
2

j j

j C

m a
J J

m r
  % . 

Итак, прецессирующий Сатурн со спутниками трактуется как единая планета с 

измененными динамическими параметрами C и 2J . Учитывая, что 1 26 44  o  и 

пренебрегая притяжением Юпитера,  получим выражение для частоты прецессии Сатурна с 

учетом притяжения спутников [2]: 
2

2 1
3 cos 0 .7679
2

C
e

r

n J
C

 


 %
%  год-1 

На основе результатов усреднения, построен график зависимости угла нутации от 

времени (рис. 5) на интервале порядка 4.69·107 земных лет с учетом измененных моментов 

инерции Сатурна (влияние спутников планеты). 

Сплошной линии соответствует график, полученный в результате интегрирования 

эволюционных уравнений по 3 3,I  , пунктирной – график,  полученный на основе формулы 
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для 1( )   (метод малого параметра), штрихпунктирная линия отвечает значению угла 

нутации с учетом притяжения одного лишь Солнца. 

 
Рис. 5. График зависимости угла нутации оси Сатурна от времени. 

 

Из сравнения графиков видно, что влияние Юпитера ведет к уменьшению угла 

нутации на величину 0.003° с периодом, равным периоду невозмущенной прецессии. На 

больших промежутках времени наблюдаем уменьшение угла нутации (сплошная кривая).  

Период прецессии оси Сатурна ˆ
2

CT TT


  составил T= 1.677×106 лет. Из сравнения с 

рассчитанным ранее значением периода [4] (без учета притяжения Юпитера), следует, что 

период уменьшается на 3547 лет.  

 

В третьей главе исследовано вращение Марса под действием сил притяжения 

Солнца, Юпитера и Земли. Солнце, Юпитер и Земля - представляют собой  материальные 

точки c массами me , Jm , m  соответственно ( Jm m m e ), при этом Юпитер и Земля 

движутся относительно Солнца по эллиптическим кеплеровым орбитам. Марс считается 

абсолютно твердым телом с динамически - симметричным распределением массы (A=B) и 

движется относительно Солнца по кеплеровому эллипсу. 

Пусть , ,M J  и e  -- центры масс Земли, Марса, Юпитера и Солнца соответственно. Для 
исследования вращения Марса введены (Рис. 6) правые системы координат. 
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Рис. 6. К выводу уравнений движения Марса относительно центра масс. 

Oxyz – вращающаяся вокруг оси Oz система координат с началом в центре масс тел e  и J , 

Mξηζ - кёнигова система координат, Mx1x2x3 – система координат, жёстко связанная с телом, 

оси которой направлены по главным центральным осям инерции. Взаимное положение 

главных центральных осей инерции Mx1x2x3 и кёниговой системы координат Mξηζ задаётся с 

помощью канонических переменных Депри-Андуайе 2 3 2 3, , , , ,L I I l    

Функция Гамильтона задачи имеет вид: 

2 2 2
2

2 2
I L LH U

A C


   , 

 
33 3

2 2 2 2 2 2
13 23 333 3 3

1 2 3

3 3 31 ( ) ( ) ( )
2 2 2

J J
J J

aa aU n C A n C A n C A
r r r

     
        , 

       1 cos sin cos sinij j j i j j i j i
i

x x y y z z
r

                    . 

Здесь введены следующие обозначения: 

0.0009535918308J

S J

m
m m

  


, 0.000003002655505
S

m
m m

 




 


. 

 
Остальные параметры,  направляющие косинусы и радиус векторы jr  описаны выше. 

Орбита тела J (Юпитера) -- квазипериодическая функция времени (в 

барицентрической системе координат Oxyz), частотный базис которой  состоит из средних 
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движений Юпитера и Сатурна. Единица времени -- характерное значение T*=1/Ω*. Тогда 

параметры ( )*
1 /C C Cn n nε ′ ′= = Ω , ( )*

2 /J J Jn n nε ′ ′= = Ω  – малые. 

 

Орбита Марса  M  -- -- квазипериодическая функция времени (в барицентрической 

системе координат Oxyz), частотный базис которой  состоит из средних движений Юпитера и 

Марса. Орбита Земли также считается известной квазипериодической функцией времени в 

барицентрической системе координат Oxyz с частотным базисом ( )2 ,Jn nω ⊕= , где ,Jn n⊕ - 

средние движения Юпитера и Земли соответственно. 

Малые параметры задачи -  * 4
1 / ~ 10J J Jn n n     ,  * 3

2 / ~ 10n n n 
      , где 

Ω*≈7.0882711·10-5 рад/c  - угловая скорость вращения Марса  относительно центра масс, 

nj≈1.6784899·10-8 рад/c – среднее движение Юпитера, n ≈1.990986576·10-7 рад/c - среднее 

движение Земли 

 «Расширенная» функция Гамильтона имеет вид: 

                     
1 2 0 1 11 122

1 1 1

1 ε ε ,
ε ε ε
M

M M M
nnH P P P H H H∗ ⊕′′

= + + + + +     2 -1
2 1

-2
2 10  ∼   

Здесь  1t M     - "медленное" время, M, PM, M1, 1MP ,M2, 2MP - новые обобщённые 

координаты и обобщённые импульсы соответственно.  

При условии отсутствия резонансных соотношений между базисными частотами 

вращения Марса 1 0 /H L    , 2 0 2/H I     и частотами орбитальных движений Марса, 

Юпитера и Земли , ,M Jn n n⊕  получена усредненная функция Гамильтона: 

 1 2

2 2 2
* 2

0 1 1 1 11 12 2 1 25 2
1 1 1 10 0

1 1, ...
2

M
M M M

nnH P P P H H H H H dld dM dM dM
  

 
   


               

Функция 1H  имеет следующий вид: 

   3 1
1 2 2 3 3

3, , ,
2 2J
DH a F I L G I I   

    
  

, 

     2 2 2
2 3 3 2 3 3 3 4 3 5 1 6 3 7 3 1 1, , sin cos sin 2 sin sin cos cos sin ,G I I D D D D D D             

    2
2 2, 2 3sin ,F I L C A   

 
3

1 2
2 2

cos ,cosI L
I I

  
 

Коэффициенты Di вычисляются по формулам: 
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3 3 3
2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 23 3 2 2 2
0 0 0 0 0 0 1 2

1 1 11 1
2 2 1 cos 1 cos 1 cos

J M
i i i

J M

e e e
D QdMdM dM Qd d d

e e e

     

  
    





  
 

  
     

Выражения для функций 1 2( , , )iQ ν ν ν  опускаем (они похожи на формулы для 1( , )iQ ν ν , 
полученные ранее) 

Усредненные уравнения вращений допускают следующие интегралы в инволюции: 
L const= , 2I const= , 1H const= , G const=  

Интеграл G const  описывает возмущённое  движение вектора кинетического момента I2 

Марса в кёниговых осях. Геометрия масс планеты не влияет на движение  вектора I2 , т.к. G 

не зависит от A,C 

Получена явная зависимость координат , ,x y z  Марса и координат 3 3 3, ,x y z  Земли от 

времени в виде кратных рядов Фурье и проведены вычисления параметров jD : 

1 0.1429559651D  , 2 0.07154463109D  , 3 0.07150226249D  , 4 0.000008246177674,D 

4
5 -0.4546425415 10D   , 6 0.0006645690058D   , 2

7 -0.3543987113 10D  . 

Исследован качественный характер вращения Марса, для чего был рассмотрен  
интеграл G g= . В частности, положения равновесия * *

1 1 3 3,      вектора кинетического 

момента 2I  находятся из следующей системы уравнений: 

   

   

2
2 3 3 4 3 1 6 3 7 3 1

3

2 2
2 3 3 3 4 3 5 1 6 3 7 3 1

1

1sin 2 2 cos 2 sin cos sin sin 2 0
2

sin cos sin 2 sin 2 sin cos cos 2 0

G D D D D D

G D D D D D D

     


      


        


      



 

Пример расчета либрационной зоны вращения Марса в окрестности южного полюса 

представлен на Рис.7. Черным цветом на Рис.7 показана сепаратриса, отделяющая зону 

колебаний вектора I2 от движений типа вращения и имеющая асимптотический характер. 
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Рис. 7. Фазовый портрет вектора кинетического момента Марса в окрестности южного 

полюса единичной сферы.  

 Рис. 8. Траектории конца вектора кинетического момента Марса на единичной сфере. 

Стационарные точки (2) и (5) имеют следующие координаты: 

3 1{ 349.37922056 , 1.44439823 }   o o  и * *
3 1{ 169.37922055 , 178.555602 }  o o  

соответственно. Эти точки принадлежат нормали к плоскости орбиты Марса, так как угол 
*
1 1.44439823  o  совпадает с наклонением 1.444426100  o  орбиты Марса к орбите 

Юпитера. 
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Стационарные точки (7) и (8), имеющие координаты 

 3 1132.08670022 , 88.85081593   o o   и  3 1312.08670023 , 91.14918407   o o , при-

надлежат плоскости, параллельной плоскости орбиты Марса. «Окружностям» единичной 

сферы, плоскость которых параллельна орбите Марса, отвечает прецессия вектора 

кинетического момента вокруг нормали к плоскости этой орбиты. 

В окрестности плоскости большего круга, параллельного плоскости орбиты Марса, 

вектор I2 совершает колебания  вблизи стационарных точек (3), (4) с координатами 

3 1{ 222.10425195 , 89.12509615 }   o o  и 3 1{ 42.10425194 , 90.87490385 }   o o , 

соответственно. Появление стационарных точек и либраций в их окрестности – результат 

разрушения структурно  неустойчивого континуума равновесий,  существующего во 

вращениях планеты под действием притяжения Солнца и заполняющего собой 

экваториальную окружность.  Зона колебаний ограничена  двумя гетероклиническими 

кривым, соединяющими равновесия  (7) и (8) (Рис. 8) и отвечающими константе                  g= 

0.07150070095.  

Отметим, что реальному вращению Марса соответствует фазовая траектория на 
единичной сфере с углом нутации 1 25.19  o , отсчитанным от нормали к плоскости орбиты 
Марса. 

 

В четвертой главе исследовано вращение Нептуна под действием гравитационных 

моментов Солнца, Юпитера и его массивного спутника – Тритона. Солнце и Юпитер - 

представляют собой  материальные точки c массами mS и mJ (mS>mJ), движущиеся друг 

относительно друга по эллиптической орбите. Нептун моделировался твердым телом с 

динамически - симметричным распределением массы, центр масс которого движется вокруг 

Солнца по кеплеровой орбите. Тритон является массивным спутником Нептуна и 

представляет собой материальную точку с массой mT, движущуюся относительно Нептуна по 

круговой орбите радиуса aT.  

Пусть N,J,T и S -- центры масс  Нептуна, Юпитера, Тритона и Солнца соответственно. 

Для исследования вращения Нептуна введены правые системы координат, аналогичные 

системам координат на  рис. 6. 

Гамильтониан задачи имеет вид: 
2 2 2
2

2 2
I L LH U

A C


   , 
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3 3 3
2 2 2 2 2 2

13 23 333 3 3
1 2 3

3 3 31 ( ) ( ) ( )
2 2 2

J J T
J J T T

a a aU n C A n C A n C A
r r r

            ,             

       1 cos sin cos sinij j j i j j i j i
i

x x y y z z
r

                    . 

Здесь введены следующие обозначения: 

0.0009535918308J

S J

m
m m

  


 , 0.0002088795273,T
T

T N

m
m m

  


 

Остальные параметры,  направляющие косинусы и радиус векторы jr  описаны выше. 

Орбиту Нептуна N -  квазипериодическая функция времени в осях Oxyz, частотный 

базис которой имеет вид  ( )1 ,J Nn nω = , где ,J Nn n - средние движения Юпитера и Нептуна 

соответственно. Орбита Тритона T - квазипериодическая функция времени в осях Oxyz с 

частотным базисом ( )2 , ,J N Tn n nω = . Здесь Tn - среднее движение Тритона. 

Малые параметры задачи - ( )* 4
1 / ~ 10J J Jn n nε −′ ′= = Ω , 2 Tnε ′=  ( )* 1/ ~ 10T Tn n −′ = Ω  

где * 41.0931271·10  рад/c - угловая скорость вращения Нептуна относительно центра 

масс. Также малым является параметр спутникова приближения 0.0698
a




   , 

24764  км -  характерный размер Нептуна, 354 759 Ta мa к   . 

«Расширенная» функция Гамильтона имеет вид: 

                
1 2

*
0 1 11 2 12

1 1 1

1 ,N T
M M M

n nH P P P H H H
  
 

                                        

где 2 8
1 1 10    ∼ , 

2 2
22

2
1

10



  ∼ . 

Здесь 1M t - "медленное" время, M, PM, M1, 1MP ,M2, 2MP   новые обобщённые 

координаты и импульсы  

При помощи канонической замены переменных, близкой к тождественной при 

условии отсутствия резонансных соотношений между базисными частотами вращения 

Сатурна 1 0 /H L    , 2 0 2/H I     и частотами орбитальных движений , ,N J Tn n n  

Нептуна, Юпитера и Тритона была получена усредненная функция Гамильтона: 

 1 2

2 2
* 2

0 1 1 1 11 12 2 1 25
1 1 1 10 0

1 1, ...
2

N T
M M M

n nH P P P H H H H H dld dM dM dM
 


   

                 Ф

ункция 1H    повторяет вид усредненного гамильтониана в задаче о вращении Марса под 

действием притяжения Юпитера и Земли, отличаясь значениями  параметров iD  . 
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Усредненные уравнения вращений допускают четыре интеграла в инволюции: 

L=const, I2=const , 1H const , G=const 
Интеграл G=const описывает возмущённое движение вектора кинетического момента I2 

Нептуна в кёниговых осях. Геометрия масс планеты не влияет на поведения вектора 2I , так 

как G не зависит от A, C. 

Получены явные зависимости координат , ,x y z  Нептуна и координат 3 3 3, ,x y z  

Тритона от времени в виде кратных рядов Фурье и проведены вычисления параметров jD : 

D1=0.1391264379,  D2=0.180124171 ,  D3=0.134933727 , D4=0.0377352403, D5=-

0.08796573046 , D6=-0.09855538557, D7=0.1738860962. 

Анализ интеграла G=g показывает, что вектор кинетического момента совершает 

вращения вокруг нормали к плоскости орбиты Тритона, что не отвечает действительности: 

реальному вращению Нептуна соответствует фазовая траектория на единичной сфере с 

углом нутации 1 29.56  o , отсчитанным от нормали к плоскости орбиты Нептуна. 

Полученный результат объясняется грубостью модели: силовая функция Тритона 

приближается первым членом ряда, зависящим от угловых переменных (спутниковое 

приближение), однако точность такой аппроксимации низкая, так как параметр, по которому 

ведется разложение силовой функции в ряд, не является достаточно малым. 

В Заключении кратко сформулированы основные результаты, представленные в 
диссертации. 
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