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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû
Èíòåðåñ èññëåäîâàòåëåé ê áîëåå òî÷íûì íåëèíåéíûì ìîäåëÿì ìåõà-

íèêè òâ¼ðäîãî äåôîðìèðóåìîãî òåëà (ÌÒÄÒ) ïðîäîëæàåò àêòèâíî ðàñ-
òè. Îñîáåííî àêòóàëåí âîïðîñ èññëåäîâàíèÿ áîëüøèõ äåôîðìàöèé. Ñëîæ-
íîñòè, ñâÿçàííûå ñ ðàñ÷¼òîì ìàòåðèàëîâ, âîçíèêàþò íà ïðîèçâîäñòâå,
ãäå øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ìàòåðèàëû ïî ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèì ñâîéñòâàì
ñõîäíûå ñ ðåçèíîé.

Ïðè îïèñàíèè êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé â ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìîãî
òâåðäîãî òåëà èñïîëüçóþò îáû÷íî êîîðäèíàòû Ëàãðàíæà. Íî ââèäó òîãî,
÷òî â ïðîöåññå äåôîðìèðîâàíèÿ ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ êðèâî-
ëèíåéíûìè íåîðòîãîíàëüíûìè è ñëåäÿùèìè âî âðåìåíè çà ôèçè÷åñêèìè
÷àñòèöàìè, îíè ïðèâîäÿò ê äîâîëüíî ñëîæíûì âûðàæåíèÿì è óðàâíåíèÿì
äëÿ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé. Êðîìå òîãî, ïðàêòèêà ÷èñëåí-
íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ïîêàçûâàåò,
÷òî â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà, ïîñòðîåííàÿ â êîîð-
äèíàòàõ Ëàãðàíæà, ìîæåò ñèëüíî èñêàçèòüñÿ. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò ïëîõàÿ
îáóñëîâëåííîñòü ëèíåàðèçîâàííûõ â îêðåñòíîñòè òàêîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåì
óðàâíåíèé, ÷òî ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà.

Êîîðäèíàòû Ýéëåðà ëèøåíû ýòîãî íåäîñòàòêà, ïîñêîëüêó èõ ïðîñòðàí-
ñòâåííàÿ ñåòêà íå äåôîðìèðóåòñÿ, â íå¼ òîëüêî äîáàâëÿþòñÿ èëè óáèðà-
þòñÿ óçëû â ïðîöåññå äåôîðìèðîâàíèÿ, òåì ñàìûì ñîõðàíÿÿ çàäàííóþ â
íà÷àëå âû÷èñëåíèé òî÷íîñòü. Ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå êîîðäèíàò Ýéëåðà
âûãëÿäèò çàìàí÷èâî äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì ÌÒÄÒ, îñîáåííî ïðè áîëüøèõ
äåôîðìàöèÿõ. Ïîäîáíûé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ, íàïðèìåð, â ãèäðîìåõàíè-
êå, ãàçîäèíàìèêå è äð. îáëàñòÿõ. Îñîáåííîñòüþ â èñïîëüçîâàíèè êîîðäèíàò
Ýéëåðà ñîâìåñòíî ñ ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ÿâëÿåò-
ñÿ òî, ÷òî èñêîìûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ íå ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö, à èõ
ñêîðîñòè. Â ñêîðîñòÿõ òàêæå ôîðìóëèðóþòñÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ ïîäõîäû ìîæíî ðàçäå-
ëèòü íà òðè ãðóïïû: ïåðâàÿ ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå ïðèíöèïà âèðòó-
àëüíûõ ïåðåìåùåíèé, â êîòîðîì âñå âåëè÷èíû îòíåñåíû ê èñõîäíîìó íåäå-
ôîðìèðîâàííîìó ñîñòîÿíèþ (ãëîáàëüíàÿ ëàãðàíæåâà ïîñòàíîâêà); âòîðàÿ
ãðóïïà îñíîâàíà íà òîì æå âàðèàöèîííîì óðàâíåíèè, íî â êà÷åñòâå áàçî-
âîé èñïîëüçóåòñÿ òåêóùàÿ ìåòðèêà (ìîäåðíèçèðîâàííàÿ ëàãðàíæåâà ïî-
ñòàíîâêà), âñòðå÷àþùàÿñÿ ó Áàæåíîâà Â.Ã., Ãîëîâàíîâà À.È., Êîðîáåéíè-
êîâà Ñ.Í., Áàòå Ê.Ä. è äð; òðåòüÿ ãðóïïà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìáèíèðî-
âàííóþ ëàãðàíæåâî-ýéëåðîâó ïîñòàíîâêó, ñîãëàñíî êîòîðîé îòñëåæèâàåòñÿ
ïîâåäåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè (ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà) â ñîîòâåòñòâèè ñ
ëàãðàíæåâûì ìåòîäîì îïèñàíèÿ ñðåäû, íî â òåêóùåì ñîñòîÿíèè ñòàâèò-
ñÿ çàäà÷à î òå÷åíèè ñðåäû â ñîîòâåòñòâèè ñ ýéëåðîâûì ïîäõîäîì. Òàêîé
ïîäõîä ðåàëèçîâàí â ðàáîòàõ Áàæåíîâà Â.Ã., Ãîëîâàíîâà À.È., Êîðîáåé-
íèêîâà Ñ.Í., Êóçíåöîâà Ñ.À., Ñóëòàíîâà Ë.Ó. è äðóãèõ. Â äàííîé ðàáîòå
îïèñàí ïîäõîä â âèäå ãëîáàëüíîé ýéëåðîâîé ïîñòàíîâêè, ãäå òâåðäîå òåëî
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñïëîøíàÿ ñðåäà ñ ïîäâèæíûìè ãðàíèöàìè. Ïîäîá-
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íûì ïðåäñòàâëåíèåì â ãèäðîìåõàíèêå è ñìåæíûõ îáëàñòÿõ çàíèìàëèñü
Ãîëîâàíîâ À.È., Êîëäîáà À.Â., Ïîïîâ Þ.Ï., Ñàìàðñêèé À.À. è äðóãèå.

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó÷åííîé â õîäå êàêîãî-ëèáî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ äâà ñàìûõ ðàñïðîñòðàí¼íûõ ìåòîäà:
ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (ÌÊÐ) è ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ).
Ïðèíöèï êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé èñïîëüçóåòñÿ äîñòàòî÷íî äàâíî, è îáëàñòü
åãî èñïîëüçîâàíèÿ ïîñòîÿííî ðàñòåò. Âïåðâûå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå àïïðîê-
ñèìàöèè â ìåõàíèêå ââåë Èñààê Íüþòîí (1726 ã.), õîòÿ Ë. Ýéëåð â ñâîèõ
ðàáîòàõ ïî äèôôåðåíöèàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ (1755 ã.) èñïîëüçîâàë ïðå-
äåëüíûå ïåðåõîäû â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ. Îñíîâû ñîâðåìåííîé òåîðèè êî-
íå÷íûõ ðàçíîñòåé áûëè çàëîæåíû â îñíîâíîì Æ.Ëàãðàíæåì (1797 ã.) è
Ï.Ëàïëàñîì (1825 ã.). Îäèí èç ñàìûõ áîëüøèõ òîë÷êîâ â ðàçâèòèè ÌÊÐ è
ñôåð åãî ïðèìåíåíèÿ ñîñòîÿëñÿ â íà÷àëå 50-õ ãã. XX âåêà â ñâÿçè ñ ïîÿâëå-
íèåì ýëåêòðîííî-âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí è ðàñïðîñòðàíåíèåì ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ àíàëèçà. Çäåñü îñîáî ñëåäóåò îòìåòèòü Ãåëüôîíäà À.Î., Ãîäóíîâà
Ñ.Ê., Ãîëîâèíà Â.Ì., Äàâûäîâà Þ.Ì., Ìàðêîâà À.À. è äðóãèõ. Íàèáî-
ëåå ñåðü¼çíûé âêëàä â ðàçâèòèå ÌÊÝ ñäåëàëè Áàæåíîâ Â.Ã., Ãàëëàãåð Ð.,
Ãîëîâàíîâ À.È., Çåíêåâè÷ (Zienkiewicz) Î.Ñ., Ñàõàðîâ À.Ñ. è äðóãèå.

Îäíèì èç ïåðâûõ ââåë ïàðàìåòð äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Ì. Ëàýé (Lahaye). Îí ïðèìåíÿë äèñêðåòíîå ïðîäîëæåíèå äëÿ ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Ä.Ô. Äàâèäåíêî æå èñïîëüçóåò íåïðå-
ðûâíîå ïðîäîëæåíèå. Äàëåå ýòîò ïîäõîä ðàçâèâàëñÿ â ðàáîòàõ Å. Ðèêñà,
Âëàñîâà Â.Ç., Ãðèãîëþêà Ý.È., Øàëàøèëèíà Â.È., Êóçíåöîâà Å.Á., Ãàâðþ-
øèíà Ñ.Ñ. è äðóãèõ àâòîðîâ.

Â ñâîèõ ðàáîòàõ àâòîðû Áàòå Ê. Ä. (Bathe K.J.), Êëåéáåð Ì.( Kleiber
M.), ÌàêÌèêèíã Ð. Ì. (McMeeking R.M.), Øàëàøèëèí Â.È. èññëåäîâàëè
ðàçëè÷íûå äåôîðìàöèè â ýéëåðîâîé è ëàãðàíæåâîé ôîðìóëèðîâêàõ, ãäå
ïîêàçûâàëè, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ ôèçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèÿõ îáà ïîäõîäà
ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâîìó ðåçóëüòàòó.

Èññëåäîâàíèÿìè ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè çàíèìàëèñü Ãðèãîëþê
Ý.È., Øàëàøèëèí Â.È., Ãîëäìàíèñ Ì.Â., Ãîðëà÷ Á.À., Êàïóñòèí Ñ.À., Äà-
íèëèí À.Í., Êîñòðè÷åíêî À.Á., Ëîïàíèöûí Å.À., Îäåí Ä. Êëåéáåð Ì.(
Kleiber M.) è äð.

Ñëåäóþùèå àâòîðû âíåñëè âåñîìûé âêëàä â èññëåäîâàíèå òåîðèè áîëü-
øèõ äåôîðìàöèé: Ãîëîâàíîâ À.È., ×åðíûõ Ê.Ô., Øàëàøèëèí Â.È., Ãðèí
À., Ïàéìóøèí Â.Í., Ìîðåñè Ë.(Moresli L.), Äåôóð Ô. (Defour F.), Àðèô
À. (Arif A.), Ïåðâåç Ò. (Pervez T), Ïåðâåç Ì.Ì. (Pervez M.M.) è äðóãèå.

Ìåòîäû èñëåäîâàíèÿ
Èçâåñòíî, ÷òî êîíå÷íîå íàïðÿæåííî äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå òå-

ëà âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îïðåäåëÿåòñÿ ïðîöåññîì, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî îíî
áûëî äîñòèãíóòî. Äëÿ òîãî ÷òîáû âîññòàíîâèòü ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèÿ,
äîñòàòî÷íî çíàòü íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå òåëà è ïîëå ñêîðîñòåé åãî òî÷åê
â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Òàêóþ âîçìîæíîñòü ïðåäîñòàâëÿåò èçó÷åíèå
ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ êàê ïðîöåññà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðà-
ìåòðó, â êà÷åñòâå êîòîðîãî ìîæåò áûòü âûáðàí ïàðàìåòð íàãðóçêè èëè
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õàðàêòåðíûå ñìåùåíèÿ â ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷àõ, à âðåìÿ � â äèíàìè÷åñêèõ
çàäà÷àõ èëè íàèëó÷øèé ïàðàìåòð ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ â òåõ è äðóãèõ
ñëó÷àÿõ.

Ýòîò ïîäõîä õàðàêòåðåí òåì, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò ïðîäîëæåíèÿ ðå-
øåíèÿ òðåáóåòñÿ îïðåäåëÿòü ïîëå ïðîèçâîäíûõ îò íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí
ïî ïàðàìåòðó, êîòîðîå ìîæíî ïîíèìàòü êàê ïîëå ñêîðîñòåé ýòèõ âåëè-
÷èí. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ òàêèõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé è ïî ñóùåñòâó
ïðèíöèïèàëüíî íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé â
ãèäðîìåõàíèêå. Åå óäîáíåå ðåøàòü â êîîðäèíàòàõ Ýéëåðà, ò.å. ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ñåòîê, êîòîðûå íå èçìåíÿþòñÿ â ïðîöåññå ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ (â
ïðîöåññå äåôîðìèðîâàíèÿ). Èçìåíÿþòñÿ æå ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö òåëà è åãî
ãðàíèöû ïî îòíîøåíèþ ê âûáðàííîé ñåòêå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà
Ê íîâûì íàó÷íûì ðåçóëüòóòàì îòíîñÿòñÿ:
� èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó â ðàìêàõ

ýéëåðîâîãî îïèñàíèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ òâåðäîãî òåëà;
� èñïîëüçîâàíèå ýêñòðàïîëÿöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàíèö äåôîðìèðóå-

ìîãî òåëà â ðàìêàõ ýéëåðîâîãî îïèñàíèÿ äåôîðìàöèè òâåðäîãî òåëà;
� âûâîä ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé äëÿ çàäà÷ ÌÒÄÒ îòíîñèòåëüíî

ïðîèçâîäíûõ ïî ââåäåííîìó ïàðàìåòðó;
� èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ â âèäå ïàðàìåòðà äëÿ áîëåå

òî÷íîãî è óäîáíîãî äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîãî ðåçóëüòàòà;
� ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå è òåñòèðîâàíèå ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ
Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáîñíîâûâàåòñÿ êîððåêòíîé

ïîñòàíîâêîé ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷, ñðàâíåíèåì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ
ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè èëè ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åíûìè
â õîäå äðóãèõ äîñòîâåðíûõ ðàñ÷åòîâ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü
Ðàçðàáîòàííûå â äèññåðòàöèè ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ÷èñëåííûå ìå-

òîäû è ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðàñ÷¼òîâ
òåë, äîïóñêàþùèõ áîëüøèå äåôîðìàöèè, òàêèõ êàê ðåçèíà, êàó÷óê è äð.
Ïðåäëîæåííûå ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ ñòàòè÷å-
ñêèõ çàäà÷è øòàìïîâêè, âûòÿæêè, ãäå áëàãîäàðÿ ýéëåðîâîìó ïîäõîäó íåò
ïðèâÿçêè íåïîñðåäñòâåííî ê äåôîðìèðóåìîìó òåëó.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:
1. Àëãîðèòì èçó÷åíèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ óïðóãèõ îáëàñòåé ñ ó÷åòîì

áîëüøèõ ïåðåìåùåíèé è êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé íà îñíîâå ìåòîäà ïðîäîë-
æåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó â ðàìêàõ ýéëåðîâîãî îïèñàíèÿ äåôîðìàöèè
òâåðäîãî òåëà;

2. Ðàçðåøàþùèå óðàâíåíèÿ è àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ìå-
õàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, ìîäåëèðóþùèå ôèçè÷åñêóþ íåëè-
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íåéíîñòü, â òîì ÷èñëå ïîèñê ãðàíèöû äåôîðìèðîâàííîãî òåëà ñ ïîìîùüþ
ýêñòðàïëÿöèè;

3. Èññëåäîâàíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáàõ âûáîðà
ïàðàìåòðà;

4. ×èñëåííûé àëãîðèòì íà îñíîâå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî ìåòîäà;
5. Ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííîãî êëàññà çàäà÷ è

ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ðÿäà òåñòîâûõ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ äåôîðìèðîâàíèÿ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû
Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà 2-é Ìåæäóíàðîäíîé íà-

ó÷íîé øêîëå �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå ìåòîäû è êîì-
ïëåêñû ïðîãðàìì�, ã. Ñàðàíñê, 2005 ã.; íà 21 è 22-é Ìåæäóíàðîäíûõ êîí-
ôåðåíöèÿõ �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìûõ
òåë è êîíñòðóêöèé. Ìåòîäû ãðàíè÷íûõ è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ�, ã. Ñàíêò-
Ïåòåðáóðã 2006-2007ã. ; íà 11, 12, 13 è 14-ì Ìåæäóíàðîäíûõ ñèìïîçèó-
ìàõ �Äèíàìè÷åñêèå è òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîáëåìû ìåõàíèêè êîíñòðóêöèé è
ñïëîøíûõ ñðåä �, ßðîïîëåö, Ìîñê. îáë. 2005-2008ã. ; íà 9-ì Âñåðîññèéñêîì
ñúåçäå ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêå, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä,
2006 ã.; íà 9-õ Õàðèòîíîâñêèõ òåìàòè÷åñêèõ íàó÷íûõ ÷òåíèÿõ �Ýêñòðå-
ìàëüíûå ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà, äåòîíàöèÿ, óäàðíûå âîëíû�, ã. Ñàðîâ, 2007
ã.; íà 17-é Êðûìñêîé îñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå-ñèìïîçèóìå ïî ñïåê-
òðàëüíûì è ýâîëþöèîííûì çàäà÷àì, 2006 ã.; íà 7-é Ìåæäóíàðîäíîé êîí-
ôåðåíöèè ïî íåðàâíîâåñíûì ïðîöåññàì â ñîïëàõ è ñòðóÿõ, ã. Àëóøòà, 2008
ã.; íà íàó÷íîì ñåìèíàðå â èíñòèòóòå ìåõàíèêè ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà
â 2008 ã.

Ïóáëèêàöèè
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â íàó÷íûõ ñòàòüÿõ [1-2],

íàó÷íûõ ñáîðíèêàõ [3-4] è òåçèñàõ [5-13]. Ñòåïåíü ó÷àñòèÿ àâòîðà â àêàäå-
ìè÷åñêèõ ðàáîòàõ [1-2] � ó÷àñòèå â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè, ðàç-
ðàáîòêå àëãîðèòìîâ, ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ è àíàëèçå ðåçóëüòàòîâ.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû
Îñíîâíàÿ ÷àñòü ðàáîòû èçëîæåíà íà 112 ñòðàíèöàõ, ñîñòîèò èç ââåäå-

íèÿ, ÷åòûð¼õ ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ. Áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò 126 íàèìåíîâà-
íèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ:
� 03-01-00071, 06-08-00371, 06-01-00239.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, ôîðìó-
ëèðóþòñÿ öåëè, íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ. Äàåòñÿ îáçîð ëèòåðàòóðû è êðàòêîå ñîäåðæàíèå ãëàâ ðàáîòû.
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Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, âûâîäó
óðàâíåíèé â êîîðäèíàòàõ Ýéëåðà è äåòàëüíûé ðàçáîð ïðåäëàãàåìîãî àë-
ãîðèòìà â îáùåì ñëó÷àå.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ãåîìåòðèÿ äåôîðìàöèé. Ïîêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî ïðè íåáîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ ïîäõîäû Ýéëåðà è Ëàãðàíæà
ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâîìó ðåçóëüòàòó.

Âòîðîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí âûâîäó óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ. Âûïèñûâà-
þòñÿ ðàçëè÷íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Òðåòèé ïàðàãðàô îïèñûâàåò ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, ðàñcìàòðèâàþò-
ñÿ ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ â âèäå çàêîíà Ãóêà. Âûâîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ è ïîêàçûâàåòñÿ ñîâïàäåíèå ðåøåíèé äëÿ
ýéëåðîâà è ëàãðàíæåâà ïîäõîäîâ.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ íåêèé ïàðàìåòð λ, ïî êîòîðîìó äèô-
ôåðåíöèðóþòñÿ íåèçâåñòíûå ïåðåìåùåíèÿ u, v, w, òåíçîðà äåôîðìàöèè ε
è íàïðÿæåíèÿ σ

d~σ

dλ
= ~̇σ,

d~ε

dλ
= ~̇ε,

d~u

dλ
= ~̇u. (1)

×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ïîëå ñêîðîñòåé èçìåíåíèÿ
íåèçâåñòíûõ, íåîáõîäèìî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è
ñîîòíîøåíèÿ Êîøè ïî ïàðàìåòðó λ. À ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ðàçäå-
ëèòü íà dλ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùàÿ ëèíåéíàÿ, îòíîñèòåëüíî
ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðó, ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

∂σ̇xx

∂x
+

∂σ̇yx

∂y
+

∂σ̇zx

∂z
+ Ḟx = 0. (2)

ε̇xx =

(
1 − ∂u

∂x

)
∂u̇

∂x
− ∂v

∂x

∂v̇

∂x
− ∂w

∂x

∂ẇ

∂x
. (3)

ε̇xy =

(
1 − ∂u

∂x

)
∂u̇

∂y
+

(
1 − ∂v

∂y

)
∂v̇

∂x
− ∂u

∂y

∂u̇

∂x
− ∂v

∂x

∂v̇

∂y
− ∂w

∂y

∂ẇ

∂x
− ∂w

∂x

∂ẇ

∂y
. (4)

~̇σ = AT ~̇ε. (5)

Ýòè óðàâíåíèÿ ñëåäóåò äîïîëíèòü êðóãîâîé ïåðåñòàíîâêîé x → y →
z → x.

Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ââåäåííûìè âî âòî-
ðîì ïàðàãðàôå. Äîïîëíèâ ðàâåíñòâà (1) íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, îáû÷íî
ýòî íåäåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå, ïîëó÷èì çàäà÷ó Êîøè:

d~σ

dλ
= ~̇σ,

d~ε

dλ
= ~̇ε,

d~u

dλ
= ~̇u,

~σ|λ=0 = 0, ~ε|λ=0 = 0, ~u|λ=0 = 0.
(6)

Ïÿòûé ïàðàãðàô ñîäåðæèò â ñåáå ïîäðîáíîå îïèñàíèå ÷èñëåííîãî àë-
ãîðèòìà, â òîì ÷èñëå àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîøàãîâîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è è
íàõîæäåíèÿ ãðàíèöû ñ ïîìîùüþ ýêñòðàïîëÿöèè.
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Çàäàäèì â èññëåäóåìîé îáëàñòè Ω êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ ñåòêó, óäîáíóþ
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, òàêîãî ïîðÿäêà, êîòîðîãî òðåáóåò
ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à. Êàê ïðàâèëî ýòî ðàâíîìåðíàÿ è îðòîãîíàëüíàÿ ñåò-
êà. Äëÿ ãðàíèö îáëàñòè Ω, åñëè îíè íå ïîïàëè íà ââåä¼ííóþ ñåòêó, ïðè-
õîäèòñÿ ââîäèòü äîïîëíèòåëüíûå óçëû. Óçëû ââîäÿòñÿ íà ïåðåñå÷åíèÿõ
ëèíèé ââåä¼ííîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñåòêè è ãðàíèöû. Ââåä¼ì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü øàãîâ ∆λk ïî ïàðàìåòðó λ, ãäå k - íîìåð øàãà. Â îáùåì ñëó÷àå
øàã ïî ïàðàìåòðó ìîæåò âû÷èñëÿòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî â õîäå àëãîðèòìà,
îñíîâûâàÿñü, íàïðèìåð, íà îöåíêå âû÷èñëèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè çàäà÷è
Êîøè.

Íà íóëåâîì øàãå ïî ïàðàìåòðó ðàññìàòðèâàåì íåäåôîðìèðîâàííîå
ñîñòîÿíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíû σ, ε è u - èçâåñòíû. Ïåðåìåííûå
Ex, Ey, Ez, γxy, γyz, γzx áóäåì ñ÷èòàòü ïðîìåæóòî÷íûìè è èñïîëüçîâàòü
òîëüêî äëÿ óäîáñòâà çàïèñè. Íî, äàæå íå ñìîòðÿ íà ýòî âû÷èñëèòü èõ
çíà÷åíèÿ ìîæíî ïî ïðèâåäåííûì âûøå ôîðìóëàì íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç
êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèè ε. Àïïðîêñèìèðóÿ íà ââåä¼ííîé êîíå÷íî-
ðàçíîñòíîé ñåòêå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì îò ïåðåìåííûõ σ̇,
ε̇ è u̇, ïîëó÷èì, âìåñòî äèôôåðåíöèðîâàííîé ïî ââåäåííîìó ïàðàìåòðó
ñèñòåìû (2)�(5), ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. ×èñëåííîå
ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ïðîèçâîäèòñÿ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè âû÷èñëèòåëü-
íîé àëãåáðû.

Ïîëó÷åííûå âåëè÷èíû σ̇, ε̇ è u̇ ïîäñòàâëÿþòñÿ â ïðàâûå ÷àñòè çàäà÷è
Êîøè (6). Òàê êàê ýòî ïåðâûé øàã ïî ïàðàìåòðó λ, òî ïðèõîäèòñÿ èñïîëü-
çîâàòü ìåíåå òî÷íûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è, íàïðèìåð,
ìåòîä Ýéëåðà:

σ1 = σ0 + ∆λ0σ̇0,

ε1 = ε0 + ∆λ0ε̇0,

u1 = u0 + ∆λ0u̇0.

Òåïåðü òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå ãðàíèöû, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü ñ
ïîìîùüþ ýêñòðàïîëÿöèè (ñì. Ðèñ. 1à). Çíàÿ ïîëîæåíèå íåêîòîðîé òî÷-
êè (x1

i,j) è áëèçëåæàùèõ òî÷åê âäîëü âûáðàííîé j-é êîîðäèíàòíîé ëèíèè
(x1

i+1,j, x1
i−1,j, ...) íà ïåðâîì øàãå, ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ ñîîòâåòñòâèÿ

ìåæäó íà÷àëüíûì, ò.å. äî íà÷àëà ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ, ïîëîæåíèåì
ýòèõ òî÷åê (x̃0

i,j, x̃
0
i+1,j, x̃

0
i−1,j, ... ) è íàéäåííûì íà ïåðâîì øàãå x1

i,j = ϕ(x̃0
i,j).

Ýêñòðàïîëèðóÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ òî÷åê (ñì. Ðèñ. 1á), ìîæíî íàéòè òó
ãðàíè÷íóþ òî÷êó (x̃0

Γ0(j),j), êîòîðàÿ íà ïåðâîì øàãå ïîïàëà íà ïåðåñå÷åíèå
j-é êîîðäèíàòíîé ëèíèè è ãðàíèöû (x1

Γ1(j),j), ãäå Γi(.) - ýòî ìàññèâ ãðàíè÷-
íûõ èíäåêñîâ íà i-ì øàãå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ãðàíèöû íà j-é êîîðäèíàòíîé
ëèíèè íóæíî ïîäñòàâèòü òî÷êó x̃0

Γ0(j),j â íàéäåííóþ ôóíêöèþ ϕ. Òàêèì
îáðàçîì, ìîæíî íàéòè ôîðìó ãðàíèöû íà ïåðâîì øàãå ïî λ. Äëÿ ïîèñêà
çíà÷åíèé èñêîìûõ âåëè÷èí σ, ε è u íà ãðàíèöå ìîæíî ïîñòóïèòü àíàëî-
ãè÷íî. Ïðèâåäåííûé ïîäõîä ê ïîèñêó ãðàíèöû ñ ïîìîùüþ ýêñòðàïîëÿöèè
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Ðèñ. 1: Ýêñòðàïîëèðîâàíèå

ëåãêî îáîáùàåòñÿ è íà òðåõìåðíûé ñëó÷àé. Â ñëó÷àå åñëè ãðàíèöà óìåíü-
øèëàñü, òî òðåáóåòñÿ óáðàòü ðåãóëÿðíûå ÿ÷åéêè â ñåòêå. Äëÿ ýòîãî ÷òîáû
íàéòè çíà÷åíèå êîîðäèíàò ãðàíèöû ìîæíî àíàëîãè÷íî ïðîâåñòè îïåðàöèþ
àïïðîêñèìàöèè, äîñòàòî÷íî ñõîæóþ ñ îïèñàííûì âûøå àëãîðèòìîì ýêñ-
òðàïîëÿöèè.

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ãðàíèöû è çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ïåðåìåííûõ ~σ, ~ε, ~u â
å¼ óçëàõ ìîæíî ïåðåõîäèòü ê ñëåäóþùåìó øàãó ïî ïàðàìåòðó λ.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíàÿ çàäà÷à.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå îïèñûâàþòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âûâîä àíàëè-

òè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ äåôîðìèðîâàíèå îäíîìåðíîãî ñòåðæíÿ, îäèí êîíåö

êîòîðîãî çàêðåïëåí, à ê äðóãîìó ïðèëîæåíà íåêàÿ íàãðóçêà σ. Ïîëó÷àåòñÿ
ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à:

dσxx

dx
+ fx = 0, εxx =

(
1 − du

dx

)
du

dx
, σxx = Eεxx

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè u(0) = 0, σxx(xΓ) = σ.
Òàêàÿ ïîñòàíîâêà ïîçâîëÿåò íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå ïðè fx = 0. Óðàâíå-

íèÿ (2)-(5) äëÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è ìîæíî ñâåñòè ê îäíîìó äèôôåðåíöè-
àëüíîìó óðàâíåíèþ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Âûðàæàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî
íàïðÿæåíèå è òåíçîð äåôîðìàöèé, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåùåíèÿ u(

1 − du

dx

)
d2U

dx2
− d2u

dx2

dU

dx
= 0,

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

U |x=0 = 0,
dU

dx
|x=xΓ

=
σ̇(

1 − du

dx
|x=xΓ

)
E

,
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ãäå u íàõîäèòñÿ èç íà÷àëüíîé çàäà÷è

du

dλ
= U, u|λ=0 = u(0). (7)

Âòîðîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà.
Ïóñòü ïàðàìåòð áóäåò ðàâåí íàãðóçêå λ = σ, ýòî ñêàæåòñÿ òîëüêî íà

êðàåâûõ óñëîâèÿõ σ̇ = 1.
Äëÿ ðåøåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä. Ïðîèç-

âîäíûå, âõîäÿùèå â êðàåâóþ çàäà÷ó, àïïðîêñèìèðóþòñÿ íà òðåõòî÷å÷íîì
øàáëîíå, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ àëãåáðàè÷åñêîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, ðåøåíèå êîòîðîé ìîæíî
íàéòè ìåòîäîì ïðîãîíêè.

Ïî íàéäåííûì ñêîðîñòÿì U èç íà÷àëüíîé çàäà÷è (7) íàõîäÿòñÿ ñàìè
ïåðåìåùåíèÿ u. Ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è íà êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñåòêå
ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, ìåòîäîì Ýéëåðà. Ïîñêîëüêó çàäà÷à ñòàâèëàñü â
êîîðäèíàòàõ Ýéëåðà, òî ïðè óäëèíåíèè èññëåäóåìûé îáðàçåö âûøåë çà
ïðåäåëû ââåä¼ííîé â íà÷àëå âû÷èñëåíèé ñåòêè, ïîýòîìó òðåáóåòñÿ ââåñòè
äîïîëíèòåëüíóþ ýéëåðîâó êîîðäèíàòó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðàâîìó êðàþ
ñòåðæíÿ. Äëÿ å¼ âû÷èñëåíèÿ ïðèõîäèòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ ýêñòðàïîëÿöèåé.
Ôóíêöèþ, ïî êîòîðîé ïðèõîäèòñÿ ýêñòðàïîëèðîâàòü, ìîæíî ñîñòàâèòü, íà-
ïðèìåð, ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèåé ïî íåñêîëüêèì íàéäåííûì òî÷êàì. Òî-
ãäà ìîæíî âû÷èñëèòü ïåðåìåùåíèå ãðàíè÷íîé òî÷êè. Ïðè ëèíåéíîé àï-
ïðîêñèìàöèè íàõîæäåíèå ãðàíè÷íîé òî÷êè áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

u1
Γ =

x0
Γ

x1
N0

u1
N0

,

ãäå âåðõíèé èíäåêñ � íîìåð øàãà ïî ïàðàìåòðó, à íèæíèé � ïîçèöèÿ òî÷êè.
Âû÷èñëÿåòñÿ ïåðåìåùåíèå ãðàíè÷íîé òî÷êè, ïðè íåîáõîäèìîñòè ñåòêà

ðàâíîìåðíî äîïîëíÿåòñÿ íîâûìè ÿ÷åéêàìè ñ øàãîì h. Çàìåòèì, ÷òî ïî
ñóòè ýòîò ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé.

Äàëåå ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ: ðåøàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à óæå íà ñëåäóþ-
ùåì øàãå ïî ïàðàìåòðó.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå àíàëèçèðóþòñÿ ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû.
Íà ðèñ. 2. äåìîíñòðèðóåòñÿ çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé îøèáêè ∆L

L
îò

íàãðóçêè, ïðèëîæåííîé ê ïðàâîìó êîíöó ñòåðæíÿ. Òàêæå òàì ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàíî, êàê âëèÿåò øàã ïî ïàðàìåòðó íà òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé. èç
ðèñóíêà ìîæíî îöåíèòü òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé ïî ïàðàìåòðó λ � O(∆λ)
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îäíîãî è òîãî æå óäëèíåíèÿ áûëî ïðîñ÷èòàíî 10, 25, 50 è
100 øàãîâ ïî ïàðàìåòðó. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ñåòêà íå ïåðåñòðàèâàëàñü,
òî÷êè ñåòêè òîëüêî äîáàâëÿëèñü ïî ìåðå íàäîáíîñòè. Â êîíöå âû÷èñëåíèé
âî âñåõ ñëó÷àÿõ â ñåòêå áûëî îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê.

Â õîäå àëãîðèòìà â êîíöå êàæäîãî øàãà ïðèõîäèòñÿ ýêñòðàïîëèðîâàòü.
Áûëî ðàññìîòðåíî íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ ýêñòðàïîëÿöèè, â òîì ÷èñëå ëè-
íåéíàÿ, êóáè÷åñêàÿ, ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ëèíåéíîå è êâàäðà-
òè÷íîå óñðåäíåíèå) è äð. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî âûáîð
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Ðèñ. 2: Îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà

ìåòîäà íå ïðèíöèïèàëåí. Ëèíåéíîå óñðåäíåíèå ïîêàçàëî íåìíîãî ëó÷øèé
ðåçóëüòàò, ÷åì îñòàëüíûå. Îòëè÷èå ìåæäó íèìè áûëî íå áîëåå ÷åì O(h2),
ãäå h � øàã ñåòêè. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ ïåðåìåùåíèÿ îò ëàãðàíæåâîé êîîðäèíàòû.

Àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ äîáàâëåíèÿ íîâîé ÿ÷åéêè â ñåòêó áûëà ðåàëèçîâà-
íà ðàçëè÷íûìè ïîäõîäàìè: ëèíåéíàÿ è êóáè÷åñêàÿ àïïðîñèìàöèè è ìåòîä
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Âñå îíè ïîêàçàëè îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû ñ òî÷-
íîñòüþ O(h2).

Â òðåòüåé ãëàâå ðåøàåòñÿ íåñêîëüêî äâóìåðíûõ çàäà÷.
Ïåðâûé ïàðàãðàô îïèñûâàåò ïîñòàíîâêó çàäà÷è ðàâíîìåðíîãî äåôîð-

ìèðîâàíèÿ â ïëîñêîíàïðÿæ¼ííîì ñîñòîÿíèè (ò. å. σzz = 0, εzz 6= 0 ). Ýòî ìî-
äåëüíàÿ çàäà÷à, äîïóñêàþùàÿ òî÷íîå ðåøåíèå. Èññëåäóåòñÿ íàïðÿæåííî
äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå äâóìåðíîé ïðÿìîóãîëüíîé óïðóãîé îáëàñòè
Ω, äâà ñìåæíûõ êðàÿ êîòîðîé çàêðåïëåíû ïî íîðìàëüíûì ïåðåìåùåíèÿì
è ñâîáîäíû ïî òàíãåíöèàëüíûì. Äâà äðóãèõ êðàÿ ñâîáîäíû (∂Ω1, ∂Ω2),
ïðè÷¼ì ê ∂Ω1 ïðèëîæåíà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà èíòåíñèâ-
íîñòüþ σ (Ñì. Ðèñ. 3):

x = 0, u = 0; εxy = 0,

M ∈ ∂Ω1, σxx = σ; εxy = 0,

y = 0, v = 0; εxy = 0,

M ∈ ∂Ω2, σyy = 0; εxy = 0,

ãäå M � òî÷êà ãðàíèöû îáëàñòè.
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Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ òàêîé çàäà÷è, ïðè ó÷åòå ãåîìåòðè÷åñêè
íåëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé, áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

uΓ =
σ

E
Lx vΓ = −µσ

E
Ly,

ãäå Lx è Ly - íà÷àëüíûå äëèíû ïëàñòèíû ïî ñîîòâåòñòâóþùèì îñÿì.
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå îïèñûâàåòñÿ ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîñòàâëåííîé

çàäà÷è. Àëãîðèòì êðàéíå ñõîæ ñ îäíîìåðíîé çàäà÷åé, íî ñ íåêîòîðûìè
îñîáåííîñòÿìè. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé â õîäå äèñêðåòèçàöèè ïðîèçâîäíûõ îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé îáùåãî
òèïà. Äëÿ ïîèñêà ãðàíèöû ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü îïèñàííûé âûøå àë-
ãîðèòì ýêñòðàïîëÿöèè.

Íà ðèñ. 3 ìîæíî âèäåòü ïîñëåäîâàòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ äåôîðìèðîâà-
íèÿ ïëàñòèíû ñ óâåëè÷åíèåì íàãðóçêè σ. Êàê âèäíî èç èëëþñòðàöèè, â
êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè ïëàñòèíà óâåëè÷èëàñü áîëåå ÷åì â äâà ðàçà ïî îñè,
ê êîòîðîé ïðèëîæåíà íàãðóçêà. Çàìåòèì, ÷òî äîñòèãíóòü òàêèõ áîëüøèõ
ïåðåìåùåíèé ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàíèå òî÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøå-
íèé. Íà÷àëüíîå ðàçáèåíèå ïëàñòèíû ñîñòîÿëî èç 6 ýëåìåíòîâ ïî êàæäîé
èç îñåé. Â íà÷àëüíóþ ñåòêó áûëî äîáàâëåíî 7 ýëåìåíòîâ ïî îñè x. Ïðè
ïîäõîäå Ëàãðàíæà â ýòîì ñëó÷àå íà÷àëüíàÿ ñåòêà ñèëüíî âûòÿíóëàñü áû
ïî îäíîé èç îñåé, à ïî äðóãîé íàîáîðîò, ñèëüíî ñæàëàñü, òåì ñàìûì âìåñòî
ââåä¼ííîé íà÷àëüíîé ÿ÷åéêè ïîëó÷èëñÿ áû ñèëüíî äåôîðìèðîâàííûé ïðÿ-
ìîóãîëüíèê. Â òàêîé çàäà÷å ëàãðàíæåâûé ïîäõîä áåç ïåðåñòðîåíèÿ ñåòêè
ìîæåò â ðàçû óìåíüøèòü âû÷èñëèòåëüíóþ óñòîé÷èâîñòü. Ïîñêîëüêó ñóùå-

Ðèñ. 3: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé ïðè ðàâíîìåðíîì äåôîðìèðîâàíèè

ñòâóåò òî÷íîå ðåøåíèå, ìîæíî ñðàâíèòü ñ íèì íàéäåííîå ÷èñëåííîå. Ðèñ.4
Ïîêàçûâàåò îòëè÷èå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî àíàëèòè÷åñêîãî.
Ðèñ. 5 äåìîíñòðèðóåò èçìåíåíèå îòíîñèòåëüíîé îøèáêè â õîäå âû÷èñëå-
íèé. Ñèëüíîå óâåëè÷åíèå ïîãðåøíîñòè â íà÷àëå ïðîöåññà äåìîíñòðèðóåò
ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè íà íà÷àëüíîì ýòàïå è èñïîëüçîâàíèå
íåäîñòàòî÷íî òî÷íûõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèé äëÿ �ðàçãîíà� ïîøàãîâîãî àë-
ãîðèòìà.

Òðåòèé ïàðàãðàô îïèñûâàåò çàäà÷ó äåôîðìèðîâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé
îáëàñòè ñ ïîÿâëåíèåì ýôôåêòà Ïóàññîíà (ñì. ðèñ. 6).

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íàïðÿæåííî äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïðÿìîóãîëü-
íîé îáëàñòè Ω, ó êîòîðîé îäíà ñòîðîíà çàêðåïëåíà, à ê ïðîòèâîïîëîæíîé
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Ðèñ. 4: Çàâèñèìîñòü ïåðåìåùåíèÿ îò ïðèëîæåííîé íàãðóçêè

Ðèñ. 5: Èçìåíåíèå îòíîñèòåëüíîé îøèáêè

(∂Ω1) ïðèëîæåíà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà èíòåíñèâíîñòüþ σ.
È íà îáåèõ ýòèõ ñòîðîíàõ çàêðåïëåíû ïîïåðå÷íûå ïåðåìåùåíèÿ. Äðóãèå
æå äâå ñòîðîíû ∂Ω2 è ∂Ω3 îñòàþòñÿ ñâîáîäíûìè. Â òàêîé ïîñòàíîâêå â
õîäå ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ íåçàêðåïë¼ííûå ñòîðîíû ïëàñòèíû áóäóò
èçãèáàòüñÿ, ïðîÿâëÿÿ ýôôåêò, âïåðâûå çàìå÷åííûé Ïóàññîíîì. Â òàêîé
ïîñòàíîâêå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ áóäóò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x = 0, u̇1 = 0; u̇2 = 0,

M ∈ ∂Ω1, σxx = σ; v = 0.

M ∈ ∂Ω2, µEx + (1 − µ)Ey = 0; γxy = 0.

M ∈ ∂Ω3, µEx + (1 − µ)Ey = 0; γxy = 0.

×èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ïîÿâëåíèåì ýôôåêòà Ïóàññîíà
ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò çàäà÷ó ðàâíîìåðíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïðÿìîóãîëü-
íîé îáëàñòè. Íåñìîòðÿ íà ñëîæíóþ è èçìåíÿþùóþñÿ ôîðìó ãðàíèöû, áû-
ëà óñïåøíî ïðèìåíåíà ëèíåéíàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ãðàíè÷-
íûõ òî÷åê äåôîðìèðóåìîé îáëàñòè.
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Ðèñ. 6: Ïðîÿâëåíèå ýôôåêòà Ïóàññîíà

Ñóùåñòâóåò èçâåñòíûé ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ òàêîé æå çàäà÷è â êîîðäè-
íàòàõ Ëàãðàíæà, òàì Äæ. Îäåí1 íàõîäèë ñèëó, íåîáõîäèìóþ äëÿ óäëèíå-
íèÿ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè â äâà ðàçà è èññëåäîâàë ýòî çíà÷åíèå ñèëû â
çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ÿ÷ååê â êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñåòêå. Ïîëó÷åííûé àâ-
òîðîì ãðàôèê ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 7. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � ýòî ãðàôèê,
ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà. Êàê è â ïåðâîèñòî÷íèêå,
èñïîëüçîâàëàñü àáñîëþòíî óïðóãàÿ ìîäåëü (µ = 0.5) è ìèíèìàëüíîå êî-
ëè÷åñòâî ïðîìåæóòî÷íûõ íàãðóæåíèé. Â ðåàëèçîâàííîì âàðèàíòå áûëî 2
øàãà ïî ïàðàìåòðó. Ïîëíàÿ íàãðóçêà âû÷èñëÿëàñü êàê ñóììà íàãðóçîê â
êàæäîì èç óçëîâ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñåòêè. Êàê âèäíî èç ãðàôèêà, äîñòà-
òî÷íàÿ òî÷íîñòü äëÿ ìåòîäà Ëàãðàíæà äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà áîëåå ÷åì
16-òè ýëåìåíòàõ. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ, ò.å. ìåòîä Ýéëåðà, óæå íà÷èíàÿ ñ
4-õ ýëåìåíòíîé ñåòêè, ïîêàçûâàåò ðåçóëüòàò àíàëîãè÷íîé òî÷íîñòè. À íà
16-òè óçëàõ òî÷íîñòü ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà ñîèçìåðèìà ñ Ëàãðàíæå-
âîé ñåòêîé ñ 32-ìÿ óçëàìè. Â îáùåì, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, â ñëó÷àå
èñïîëüçîâàíèÿ êîîðäèíàò Ýéëåðà òðåáóåòñÿ ìåíåå íàñûùåííàÿ ñåòêà äëÿ
äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ òðåõìåðíîé çàäà÷è.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå îïèñûâàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Ðàññìîòðèì íàïðÿæåííî äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå òðåõìåðíîé îá-

ëàñòè (ñì. ðèñ. 8). Îïèøåì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó, äîïóñêàþùóþ òî÷íîå ðå-
øåíèå è êîòîðàÿ ñõîæà ñ çàäà÷åé ðàâíîìåðíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ â äâó-
ìåðíîì ñëó÷àå. Ïóñòü ãðàíè ëåæàùèå â ïëîñêîñòÿõ XOZ, XOY è YOZ
áóäóò çàêðåïëåíû ïî îòíîøåíèþ ê íîðìàëüíûì ïåðåìåùåíèÿì è ñâîáîä-
íû îòíîñèòåëüíî òàíãåíöèàëüíûõ. Îñòàëüíûå ãðàíè (∂V1, ∂V2, ∂V3) ïóñòü
áóäóò ñâîáîäíûå êðîìå ∂V1, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè x = a äî íà÷àëà ïðî-
öåññå äåôîðìèðîâàíèÿ, ê êîòîðîé ïðèëîæåíà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ
íàãðóçêà σ.

1Îäåí Ä. Êîíå÷íûå ýëåìåíòû â íåëèíåéíîé ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä. � Ì.: Ìèð,
1976. � 464 ñ.
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Ðèñ. 7: Çàâèñèìîñòü ïîëíîé íàãðóçêè îò ÷èñëà ýëåìåíòîâ ïðè ðàñòÿæåíèè
êâàäðàòíîãî ëèñòà

Çàïèøåì ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

x = 0, u = 0; εxy = 0; εxz = 0,

M ∈ ∂V1, σxx = σ; εxy = 0; εxz = 0,

y = 0, v = 0; εxy = 0; εyz = 0,

M ∈ ∂V2, σyy = 0; εxy = 0; εyz = 0,

z = 0, w = 0; εxz = 0; εyz = 0,

M ∈ ∂V3, σzz = 0; εxz = 0; εyz = 0,

ãäå u, v è w � ïåðåìåùåíèÿ ïî îñÿì x, y è z, ñîîòâåòñòâåííî.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ìîäåëüíûì çàäà÷àì, èñïîëüçóþòñÿ óðàâíå-

íèÿ (2)�(5). Äëÿ äàííûõ êðàåâûõ óñëîâèé ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêîå ðå-
øåíèå çàäà÷è

uΓ =
σ

E
Lx, vΓ = −µσ

E
Ly, zΓ = −µσ

E
Lz,

ãäå Lx, Ly è Lz - íà÷àëüíûå äëèíû òðåõìåðíîé îáëàñòè ïî ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì îñÿì.

Âòîðîé ïàðàãðàô ïîñâÿù¼í ÷èñëåííûì èññëåäîâàíèÿì.
×èñëåííûé àëãîðèòì ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñïåðâà ðåøàåòñÿ

êðàåâàÿ çàäà÷à. Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è, òàê æå êàê è â äâóìåðíîé çàäà-
÷å, îñíîâàíî íà êîíå÷íî-ðàçíîñòíîì ìåòîäå. Ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà
àïïðîêñèìèðóþòñÿ íà òðåõòî÷å÷íîì øàáëîíå. Ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïî-
ðÿäêà îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äèñêðåòèçàöèÿ
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Ðèñ. 8: Ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàâíîìåðíîå äåôîðìèðîâàíèå òðåõìåðíîé îá-
ëàñòè.

ïðîèçâîäíûõ, âõîäÿùèõ â êðàåâóþ çàäà÷ó, ïîçâîëÿåò ñâåñòè ëèíåéíóþ ñè-
ñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé.

Äàëåå ïî íàéäåííûì çíà÷åíèÿì ïðîèçâîäíûõ îò íåèçâåñòíûõ ïî ïàðà-
ìåòðó íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ íåïîñðåäñòâåííî èñêîìûõ âåëè÷èí. Äëÿ ýòîãî
ðåøàåòñÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à. Ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è ïðîèçâîäèòñÿ ìå-
òîäîì Ýéëåðà è ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì Ýéëåðà-Êîøè. Ïî íàéäåí-
íûì ïåðåìåùåíèÿì íàõîäèòñÿ ãðàíèöà çàíèìàåìîé îáëàñòè ïîñëå äåôîð-
ìèðîâàíèÿ, äëÿ ýòîãî äîáàâëÿþòñÿ èëè óáèðàþòñÿ ýëåìåíòû ó êîíå÷íî-
ðàçíîñòíîé ñåòêè.

Ðèñ. 9 äåìîíñòðèðóåò èçìåíåíèå îòíîñèòåëüíîé îøèáêè ñ êàæäûì øà-
ãîì ïî ïàðàìåòðó λ.

Ðèñ. 9: Îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà âû÷èñëåíèé
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÂÛÂÎÄÛ È ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ðåøàòü ñòàòè÷åñêèå çàäà÷è ìå-

õàíèêè òâåðäîãî äåôîðìèðîâàíîãî òåëà â êîîðäèíàòàõ Ýéëåðà ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó.

2. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ áîëüøèõ ïåðåìåùåíèé è äå-
ôîðìèðîâàíèÿ óïðóãèõ òåë â ïåðåìåííûõ Ýéëåðà.

3. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì âû÷èñëåíèé ãðàíèöû äåôîðìèðîâàííîé îáëà-
ñòè â êîîðäèíàòàx Ýéëåðà ñ ïîìîùüþ ýêñòðàïîëÿöèè.

4. Èñcëåäîâàíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû âûáîðà ïàðàìåòðà è ïîêàçàíà èõ
ýôôåêòèâíîñòü.

5. Ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ ïðåäñòàâëåííîãî àëãîðèòìà.
6. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â õîäå ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ, ñîãëàñóþòñÿ ñ

àíàëèòè÷åñêèìè ñ íàïåð¼ä çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

Ñîèñêàòåëü âûðàæàåò ãëóáîêóþ è èñðåííþþ áëàãîäàðíîñòü êîíñóëü-
òàíòó � ïðîôåññîðóØàëàøèëèíó Âëàäèìèðó Èâàíîâè÷ó çà åãî èäåè, ñèëü-
íî ïîâëèÿâøèå íà õîä èññëåäîâàíèÿ, è çà àêòèâíîå îáñóæäåíèå ðàáîòû, à
òàê æå íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ � Êóçíåöîâà Åâãåíèÿ Áîðèñîâè÷à çà óâëå-
êàòåëüíûé ìíîãîëåòíèé ñîâìåñòíûé òðóä.

ÑÏÈÑÎÊ ÐÀÁÎÒ, ÎÏÓÁËÈÊÎÂÀÍÍÛÕ ÏÎ ÒÅÌÅ
ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Ïóáëèêàöèè â èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ
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Ó÷åíûå çàïèñêè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà òîì 149. êí.
4. 2007. ñ 45-57.

Ïóáëèêàöèè â äðóãèõ èçäàíèÿõ
3. Àãàïîâ Ì.Ñ., Êóçíåöîâ Å.Á., Øàëàøèëèí Â.È. Îá èñïîëüçîâàíèè
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