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Учет влияния поврежденности материала на скорость 

распространения в нем упругой волны 

В.И.Ерофеев, А.Н. Морозов,  Е.А.Никитина 

 

Аннотация  

Целью настоящей работы является разработка математической модели, которая в  

рамках единой схемы и на основе принципов механики континуума позволяет записывать 

эволюционные уравнения накопления повреждений с учетом геометрической и физической 

нелинейностей процесса. Для решения  поставленной задачи предлагается новый подход, 

основанный на взаимосвязи уравнений динамики материала и уравнений его 

поврежденности. 
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 Рассмотрим образец материала, выполненный в виде стержня, по которому может 

распространяться продольная упругая волна. Обозначим через u (x, t) перемещение частиц 

срединной линии стержня. Считаем, что стержень подвергается статическим или 

циклическим испытаниям и в его материале может накапливаться поврежденность. Для 

описания меры поврежденности  введем функцию ψ (x,t) [1-3], характеризующую 

относительную плотность равномерно рассеянных в единице объема микродефектов. Этот 

параметр равен нулю, когда повреждений нет, и близок к единице в момент разрушения. 

 Динамика стержня с учетом поврежденности его материала описывается системой 

уравнений:  
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Или эквивалентным этой системе уравнением относительно продольного перемещения: 
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где  ρ
Ε=oc - скорость, с которой распространялась бы продольная упругая волна в 

материале стержня, если бы  в нем не было бы повреждений; Ε - модуль Юнга; ρ - плотность 

материала; 21,, ββα - константы, характеризующие поврежденность материала и связь 

циклических процессов и процессов накопления повреждений. 

 Если линеаризовать уравнение (3) и с его помощью исследовать распространение 

гармонической волны в поврежденном материале, то легко видеть, что наличие 

поврежденности приводит к дисперсии, т.е. зависимости фазовой скорости продольной волны 

от частоты )(ωυυ фф =  и частотно-зависимому затуханию )(1111 ωКК = . 

 

 В [4] было показано, что константы 21,, ββα могут быть вычислены через измеряемые 

параметры волнового процесса: 

 

   

ω

ωα

0

11
11

11

)(1)0(

)(

c
KK

K
∞

+

∞
=

     ,      
)

)(1)0(

))((

0

11
11

211
0

21

ω

ββ

c
KEK

Kc
∞

+

∞
=

,                                                      (4) 

 

где ω  - круговая частота гармонической волны, )0(11K , )(11 ∞K - мнимые части волнового 

числа в низкочастотном и высокочастотном диапазонах. 



 Через 2210 2)21(6)61(3 νννννα +−+−+= E  обозначен коэффициент, 

характеризующий геометрическую и физическую упругие нелинейности стержня; 3,2,1ν - 

упругие модули Ламе третьего порядка;ν - коэффициент Пуассона. 

 Будем предполагать, что затухание волны, обусловленное поврежденностью и 

нелинейность, являются величинами одного порядка малости 
Λ= E

a 0αε ,  ( a -амплитуда 

волны, Λ - длина волны). 

 Решение уравнения (3) имеем в виде асимптотического разложения перемещения по 

малому параметру: 

...10 ++= uuu ε                                                         (5) 

  

Введем при этом новые переменные: 

ctx −=ξ    ; xεη =                                                  (6)  

 

Такой выбор переменных объясняется тем, что возмущение, распространяясь со 

скоростью  с вдоль оси х, медленно эволюционирует в пространстве из-за нелинейности и 

диссипации. 

 После подстановки (5) и (6) в (3) в нулевом приближении по ε  получим выражение 

для скорости 
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Первое приближение по ε  приводит к эволюционному уравнению относительно 

осевой деформации ξυ ∂
∂= 0u : 
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В длинноволновом диапазоне вторым нелинейным слагаемым можно пренебречь по 

сравнению с первым и (7) преобразуется в уравнение Бюргерса [5] 
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 Уравнение (8) позволяет описать баланс между нелинейностью и  диссипацией,  

приводящий к формированию локализованной слабой ударной волны (кинка): 

[ ]BVmthAm +−= )( ηξυ  ,                                                  (9) 

где m - свободный параметр, 
g

A δ
=  , 

g
VB
2
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 Если граничные условия таковы, что 1h→υ  при ∞→ξ  и 2h→υ  при −∞→ξ , то 

ширина ударной волны: 
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а ее скорость: 
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Из (10) и (11) следует, что ширина ударной волны растет, а ее скорость уменьшается с 

увеличением параметра 
α
ββ 21  - характеризующего поврежденность материала. 
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