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Аннотация. Развиты аналитические подходы к решению обобщенных краевых задач нестационар-
ной теплопроводности со свободной границей, которые часто встречается во многих практических об-
ластях науки и техники. Несмотря на широкое развитие качественной теории дифференциальных урав-
нений в частных производных, включая краевые задачи для уравнений параболического типа со свобод-
ной границей, аналитическая теория этого класса задач, состоящая в нахождении точных решений, еще 
не получила своего развития. В данной статье развиваются два самостоятельных аналитических подхода 
к решению краевых задач нестационарной теплопроводности со свободной границей: метод обобщенно-
го интегрального преобразования в области с движущейся во времени границей и метод дифференциаль-
ных рядов. Несмотря на различные функциональные конструкции аналитического решения одной и той 
же задачи, полученные решения эквивалентны, что особенно эффектно выясняется при рассмотрении 
классической задачи Стефана и задач типа Стефана. Рассмотрена серия обратных задач Стефана и пока-
зана возможность сведения некорректной задачи к корректной первой краевой задаче. 
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The presented article develops two self-sufficient analytical approaches to the boundary problems of non-
stationary thermal conductivity with free boundary. These are the method of the generalized integral transform 
in the area with the boundary moving in time and the differential series method. Despite different functional 
structures of one and the same problem solution the obtained solutions are equivalent, which is particularly ef-
fectively clarified, while considering classical Stefan's problem and problems of the Stefan’s type. The article 
considered the number of inverse Stefan’s problems and proved the possibility of the incorrect problem reduc-
ing to the correct first boundary problem. 
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Введение 
Краевые задачи нестационарной теплопровод-

ности в области [ ]0( , ) : 0 ( ),0t x t x y t t tΩ = < < < <  
со свободной границей ( )y t , не заданной зара-
нее и подлежащей нахождению вместе с реше-
нием дифференциального уравнения теплопро-
водности в указанной области, принадлежат к 
сравнительно новому классу задач математиче-
ской физики. Эти задачи обобщают известную 
задачу Стефана [1] и в обобщенной постановке 
имеют следующий вид: 

2

2
1 2 ( , ),T T m Ta F x t

t x xx
 ∂ ∂ − ∂

= + + 
∂ ∂∂ 

 

     

0

0 : 0 ( ), 0,
1/ 2 : 0 ( ), 0,

1/ 2 : 0 ( ), 0, (0) 0,

m x y t t
m x y t t
m x y t t y y

= ≤ < >
 = < < >
 = − < < > = ≥

(1) 

 0 0( , ) ( ), 0 ,tT x t f x x y= = ≤ ≤  (2) 
 0 1( , ) ( ), 0,xT x t t t= = ϕ >  (3) 

 ( ) 2( , ) ( ), 0,x y tT x t t t= = ϕ >  (4) 

 ( )
( , ) ( ), 0.x y t

T x t t t
x =

∂
= ψ >

∂
 (5) 

Такие задачи возникают во многих физиче-
ских явлениях как фазовые превращения среды в 
тепловых, диффузионных и даже термодиффу-
зионных процессах, которые сопровождаются 
поглощением или выделением скрытой теплоты 
(задача Стефана [1]: 2 ( ) ,nt Tϕ =  ( ) / ,t Ady dtψ =  

/ ,nA = ±λ ρ λ  nλ −  теплота перехода, λ −  теп-
лопроводность, ρ −  плотность, nT −  температу-
ра фазового перехода; знак плюс или минус со-
ответствует процессу охлаждения или нагрева-
ния среды с поверхности 0,x =  где может быть 
задана либо температура, либо тепловой поток, 
либо закон теплообмена со средой: в (3) для 

определенности задана температура, что не 
ограничивает развиваемого подхода, учитывая, 
что остальные виды нагрева могут быть рас-
смотрены по аналогичной схеме), при ударе 
вязко пластического стержня о жесткую пре-
граду (задача Баренблатта – Ишлинского) [2], в 
гидромеханике (задача Веригина с более слож-
ными граничными условиями) [3], при сушке 
капилярно-пористых материалов [4], при замо-
раживании грунта и твердения бетона, промер-
зании растворов и пористых тел, в кинетиче-
ской теории роста кристаллов, в тепловой за-
щите космических аппаратов, в некоторых 
вопросах теории плотин, механики почв, тер-
мики нефтяных пластов, электродинамике и в 
других областях науки и техники [5]. 

Начало качественного изучения краевых за-
дач со свободной границей можно относится  
к концу 1950 – началу 1960-х гг., когда были 
созданы и получили интенсивное развитие  
новые общие методы изучения линейных, ква-
зилинейных и нелинейных параболических 
уравнений и краевых задач на их основе. В эти 
и последующие годы качественная теория диф-
ференциальных уравнений в частных произ-
водных достигла необычайно высокого уровня. 
Сформулированы и доказаны теоремы суще-
ствования и единственности классических и 
обобщенных решений одномерных и много-
мерных задач в нестационарных и квазистацио-
нарных постановках, исследованы вопросы 
устойчивости и асимптотического поведения 
свободной границы (при 0t →  и );t →∞  выве-
дены эквивалентные функциональные уравне-
ния для неизвестной границы, имеющие суще-
ственно различные свойства, развиты методы 
приближенного и численного решения этих за-
дач, описаны разрывные постановки на приме-
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ре задач дифракции, изучены свойства решений 
задач в обобщенной постановке и многие дру-
гие вопросы качественной теории краевых за-
дач для уравнений параболического типа со 
свободной границей [6, 7].  

Значительно меньшее внимание было уделе-
но развитию аналитической теории этого класса 
задач, то есть нахождению аналитических реше-
ний (функциональных конструкций) для темпе-
ратурной функции и закона перемещения грани-
цы. Можно сказать, что достигнутые успехи в 
этом направлении были весьма незначительны. 
Количество различных моделей (1) – (5), изу-
ченных аналитически, было крайне ограничено. 
Это обстоятельство определило принцип по-
строения настоящей работы.  

Рассматриваются два различных аналитиче-
ских подхода для решения указанного класса 
задач: метод обобщенного интегрального пре-
образования (более удобный при рассмотрении 
задач со свободной границей типа (1) – (5)) и 
метод дифференциальных рядов (при рассмот-
рении задач Стефана и задач типа Стефана). 
Однако при этом важно отметить, что, несмотря 
на различные функциональные конструкции 
аналитического решения одной и той же задачи 
в зависимости от метода ее решения, получае-
мые решения являются эквивалентными (что 
доказывается). Это обстоятельство имеет боль-
шую практическую ценность, так как позволяет 
варьировать решением в зависимости от требо-
ваний пользователя, например малые и боль-
шие времена, асимптотика решений и т. д.). 

1. Аналитическое решение обобщенной задачи 
со свободной границей интегральным 
преобразованием обобщенного типа  

В постановке задачи (1)–(5) требуется 
определить функции ( , ),T x t  ( )y t  такие, что 

2( , ) ( ),tT x t C∈ Ω  0grad ( , ) ( );txT x t C∈ Ω  функция 
( )y t  дифференцируема при 0,t ≥  /dy dt ≥  

'
2 ( ) / ( ),t t≥ ϕ ψ  0(0) 0.y y= >  Эта задача не все-

гда имеет решение. Например, в случае, когда 
1 2( ) ( ) ( ) const,f x t t= ϕ = ϕ =  ( ) 0tψ = , решения 

нет. В связи с этим сформулируем теорему 
единственности решения задачи. 

Теорема. Решение задачи (1)–(5) такое, что 
функции ( , ),T x t  / ,T x∂ ∂  2 2/ ,T x∂ ∂  /T t∂ ∂  
удовлетворяют условию Липшица в 

[ ]{ }00, ( ) ,0t x y t t tΩ = ∈ ≤ ≤  функция ( )y t  диф-
ференцируема при 00 ,t t≤ ≤  /dy dt ≥  

'
2 ( ) / ( )t t≥ ϕ ψ  единственно, если: 

1) функции ' ' ''
1 2( ), ( ), ( ), ( )t t t f xϕ ϕ ψ −  непре-

рывны; 
2) '

1( ) 0;tϕ ≤  '
2 ( ) 0;tϕ ≤  ( ) 0;tψ >  '' ( ) 0;f x ≤  

1 2( ) ( )t tϕ < ϕ  [7].  
В работе [6] сформулированы более сильные 

требования к краевым функциям в (1)–(5), од-
нако развиваемая в статье методологическая 
схема решения этой задачи и ее частных случа-
ев не связана с выполнением этих требований. 

Метод обобщенного интегрального преобра-
зования позволяет рассмотреть в tΩ  тепловые за-
дачи для невырожденного случая ( 0(0) 0y y= > ) 
и вырожденного случая ( 0 0y = ), а также клас-
сические задачи теплопроводности в цилин-
дрической области [ ]00, , 0y t ≥  с переменными 
во времени теплофизическими характеристика-
ми, тепловые задачи с фазовыми превращения-
ми типа Стефана (прямые и обратные) и более 
общего вида – со свободной границей для урав-
нений параболического типа. Метод приводит к 
аналитическим решениям краевых задач неста-
ционарной теплопроводности в виде новой 
функциональной конструкции. В ряде случаев 
эти решения могут быть преобразованы к из-
вестным ранее для нецилиндрических областей.  

Остановимся вначале на классических 
представлениях метода интегральных преобра-
зований Фурье для цилиндрических областей. 
Пусть G-конечная (или частично ограничен-
ная) – выпуклая область изменения простран-
ственных переменных ( , , )x y z −  координат 
точки ( , , );M x y z  S −  кусочно-гладкая поверх-
ность, ограничивающая область G, n-внешняя 
нормаль к S (вектор, непрерывный в точках S), 

{ }, 0M G tΩ = ∈ > −  цилиндрическая область в 
фазовом пространстве переменных ( , , )x y z  с 
основанием G при t = 0. Пусть ( , )T M t −  темпе-
ратурная функция в области Ω , которая может 
быть найдена в результате решения задачи  

       ( , ) ( , ), , 0,T a T M t F M t M G t
t

∂
= ∆ + ∈ >

∂
 (6) 

 ( ,0) ( ), ,T M f M M G= ∈  (7) 

1 2
( , ) ( , ) ( , ), , 0.T M t T M t M t M S t

n
∂

β −β = −ϕ ∈ >
∂

 (8) 

Здесь 0( , ) ( ),F M t C∈ Ω  1( ) ( ),f M C G∈  
0( , )M t Cϕ ∈  ( 0),S t× ≥  ,G G S= +  

{ }, 0M G tΩ = ∈ ≥ ; искомое решение 
2 0 0( , ) ( ) ( ), grad ( , ) ( ),MT M t C C T M t C∈ Ω ∩ Ω ∈ Ω  
2 2
1 2 0, const, 1,2.i iβ +β ≥ β = =  
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Нетрудно построить общее решение задачи 
(6)-(8), если предварительно найдены собствен-
ные функции ( , )n nMψ γ  и собственные значения 

nγ  соответствующей однородной задачи 
 2( , ) 0, ,M M G∆ψ γ + γ ψ = ∈   (9) 
 1 2( , ) / ( , ) 0, .M n M M Sβ ∂ψ γ ∂ −β ψ γ = ∈  (10) 

Для этого введем интегральное преобразова-
ние вида 
   ( ) ( , ) ( , ) ( , )n n n M

G

L T T t T M t M dV= γ = ψ γ∫∫∫  (11) 

с формулой обращения 

 
2

1

2 2

( , )( , ) ( , );

( , ) ,

n n
n

n n

n n n M
G

MT M t T t

M dV

∞

=

ψ γ
= γ

ψ

ψ = ψ γ

∑

∫∫∫
 (12) 

вытекающей из возможности разложения иско-
мого решения ( , )T M t  в ряд Фурье по системе 
собственных функций { }( , ) .n nMψ γ  Преобразо-
вание (11) дает для оператора ( , )T M t∆  следу-
ющее изображение  

 

{ } 2( , ) ( , )
( , )( , )

( , )( , ) ,

n n

n n
S

n n

M S

L T M t T t
T M tM

n
MT M t d
n ∈

∆ = −γ γ +
∂+ ψ γ − ∂

∂ψ γ − σ∂ 

∫∫  (13) 

где могут быть учтены граничные условия  
любого рода в (8) и (10). Отсюда, применяя 
(11)–(12) к задаче (6)–(8), находим ее аналити-
ческое решение в виде  

2
1

2

( , )( , )

exp ( ) ( ) ( , )

n n

n n

n n n M
G

MT M t

a t f M M dV

∞

=

ψ γ
= ×

ψ

 × − γ ψ γ + 

∑

∫∫∫
 

2
1

( , )n n

n n

Ma
∞

=

ψ γ
+ ×

ψ
∑  

 [ ]1
0

( 1/ ) ( , ) ( , )
t

n n M S
S

M M
∈

× − β ϕ τ ψ γ ×∫ ∫∫  (14) 

2exp ( ) ( )na t d d × − γ − τ σ τ +   

2
1 0

2

( , ) ( , ) ( , )

exp ( ) ( ) .

t
n n

n n
n n G

n M

M F M M

a t dV d

∞

=

ψ γ
+ τ ψ γ ×

ψ
 × − γ − τ τ 

∑ ∫∫∫∫  

Однако проблема построения решения (14) 
на этом не исчерпывается. В литературе неод-
нократно обращалось внимание на медленную 
сходимость рядов (14) в окрестности граничных 
точек области G, вследствие чего при числен-
ной обработке этих рядов возникают трудности. 
Дальнейшая задача заключается в улучшении 
сходимости найденных рядов вплоть до грани-
цы области G. Для этого: а) строим квазистати-
ческое решение задачи 

       
1 2

( , ) 0, ;

/ ( , ) ( , ),

M t M G

n M t M t M S

∆Θ = ∈

β ∂Θ ∂ −β Θ = −ϕ ∈
 (15) 

(при 2 0;β ≠  случай 2 0β =  рассмотрен в [5]), 
применяя интегральное преобразование (11), (12) 

 
[ ]

22
1

1

( , )( , )

( 1/ ) ( , ) ( , ) .

n n

n n n

n n M S
S

MM t

M t M d

∞

=

∈

ψ γ
Θ = ×

γ ψ

× − β ϕ ψ γ σ

∑

∫∫
 (16) 

Одновременно находим для ( , )M tΘ  соот-
ветствующее решение в замкнутой форме (для 
случая с одной пространственной переменной 
это всегда возможно, в противном случае допу-
стимо применить метод произведения реше-
ний); в) из правой части (14) вычтем ряд (16) и 
одновременно прибавим ( , )M tΘ  в замкнутой 
форме. Это дает улучшенное решение с быст-
рой сходимостью рядов всюду в :G G S= +   

2
1

2

( , )( , ) ( , )

exp ( ) ( ) ( , )

n n

n n

n n n M
G

MT M t M t

a t f M M dV

∞

=

ψ γ
= Θ + ×

ψ

 × − γ ψ γ + 

∑

∫∫∫
 

[ ]

) 2
2

1 0

1

( ,
exp ( ) ( )

( 1/ ) ( , ) ( , )

t
n n

n
n n S

n n M S

M
a a t

M M d d

∞

=

∈

ψ γ   + − γ − τ ×  ψ 
× − β ϕ τ ψ γ σ τ −

∑ ∫∫∫  

[ ] }12
1 ( 1/ ) ( , ) ( , )n n M S
n S

M t M d∈− − β ϕ ψ γ σ +
γ ∫∫  

     
2

2
1 0

( , ) exp ( ) ( )

( , ) ( , ) .

t
n n

n
n n G

n n M

M a t

F M M dV d

∞

=

ψ γ  + − γ − τ ψ

× τ ψ γ τ

∑ ∫∫∫∫  (17) 

Таким образом, применение метода инте-
гральных преобразований при решении тепловых 
задач типа (6)–(8) в классических областях с не-
однородностями в уравнении и краевых условиях 
должно приводить к двум основным результа-



ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ТЕХНИКЕ. 2023. Т. 15. № 10 

 

 

460 THERMAL PROCESSES IN ENGINEERING 
 

там: первоначальному нахождению решения (14) 
и его улучшению до вида (17). Вторая часть под-
хода в практике расчета температурных полей в 
конечных областях еще не получила своего раз-
вития, и это обстоятельство приводит во многих 
случаях к существенной потере точности чис-
ленных результатов при обработке рядов (14). 

Пусть теперь в (1)–(5) Ω  есть нецилиндри-
ческая область  { }0 ( ), 0 ,t x y t tΩ = < < >  причем 

0(0) 0.y y= ≥  Рассмотрим в этой области урав-
нение 

2

2
1 2 ( , )T T m Ta F x t

t x xx
 ∂ ∂ − ∂

= + + 
∂ ∂∂ 

, 

 
0 : 0 ( ), 0,
1/ 2 : 0 ( ), 0,

1/ 2 : 0 ( ), 0

m x y t t
m x y t t
m x y t t

= ≤ < > = < < >
 = − < < >

 (18) 

Достаточно рассмотреть первые два случая  
0, 1/ 2,m m= =  так как случай 1/ 2m = −  сво-

дится к 1/ 2m =  подстановкой ( , ) ( , ).W x t xT x t=  
Для решения уравнения (18) введем обобщен-
ное интегральное преобразование  

( )
1

0

( , ) ( , ) ( )
y t

m
mT p t x T x t J x p dx−= ∫ , 

;Re 0; / 4 arg / 4p i p p= σ + ω ≥ β > −π < < π  (19) 
и с его помощью получим общее соотношение, 
позволяющее выписать решения различных теп-
ловых задач для уравнения (18). Применяя (19)  
к (18), находим:  

1

1 1

( ) ( ( ) ) ( ( ), )

( ( ), )( ) ( ( ) ) ( )

m
m

m m
m

dT dyapT y t J y t p T y t t
dt dt

T y t tay t J y t p a p y t
x

−

− −

+ = +

∂
+ − ×

∂

 

/2
1( ( ) ) ( ( ), ) (0, )m

m mJ y t p T y t t ap T t−× + δ +  
( )

1

0

( , ) ( ) ,
y t

m
mF x t x J x p dx−+ ∫  

где 
0

1

0

( ,0) ( ,0) ( )
y

m
mT p x T x J x p dx−= ∫   

12 / ( ), 0,
0, 0.

m

m
m m

m

− Γ >δ = 
≤

 

Решение полученного уравнения записыва-
ется в виде 

0
1

0

( , ) exp( ) ( ,0) ( )
y

m
mT p t apt x T x J x p dx−= − +∫  

[ ]
( )

1

0 0

exp ( ) ( , ) ( )
yt

m
map t x F x J x p dxd

τ
−+ − − τ τ τ +∫ ∫  

[ ] 1

0

exp ( ) ( ( ), ) ( )
t

map t T y y −+ − − τ τ τ τ ×∫  

1

1

0

( ( ) ) ( ( )

( ( ), )( ) ( ( ) )

m m

t
m

m

dy J y p a pJ y p d
d

T ya y J y p
x

−

−

 × τ − τ τ + τ 
∂ τ τ

+ τ τ ×
∂∫

 

[ ]exp ( )ap t d× − − τ τ +  

 [ ]/2

0

(0, )exp ( ) .
t

m
map T ap t d+ δ τ − − τ τ∫  (20) 

Умножая обе части (20) на exp( )apt  
( Re 0)p <  и переходя к пределу при ,t →∞  по-
лучим интегральное уравнение, связывающее 
краевые функции задачи с законом движения 
границы: 

0

1

1 /2

0 0

( ( ), ) ( ) ( ( ) )exp( )

( ) (0, )exp( )

m
m

y
m m

m

T y t ta y t J y t p apt dt
x

x T x p dx ap T t apt dt

∞
−

∞
−

∂
+

∂

+ + δ =

∫

∫ ∫
  

1
1

0

( ( ), ) ( ) ( ( ) )m
mT y t t y t a pJ y t p

∞
−

−= −∫  

( ( ) )exp( )m
dy J y t p apt dt
dt

− −  

       
( )

1

0 0

( , ) ( )exp( ) .
y t

m
mF x t x J x p apt dxdt

∞
−−∫ ∫  (21) 

Функцию ( , )T x t  будем искать в виде ряда 
типа Фурье аналогично классическому случаю 
при ( ) consty t l= =  (!): 

    
2

2

2
11

2( , )
( )

exp ( / ( ))
,

( )( )
n n m n

m
m nn

T x t
y t

a a y t t xx J
y tJ

∞

−=

= ×

 − µ µ  ×  µ  
∑

 (22) 

где nµ −  корни уравнения  ( ) 0.mJ µ =   
Применяя (19) к (22), приходим к соотноше-

нию относительно коэффициентов ( )na t   

 

2

2 2
11

2

( )exp ( / ( ))

( )( / ( ))
( ) ( , ) ,

2 ( ( ) )

n n n

m n nn

m

a t a y t t

J p y t
y t T p t
J y t p

∞

−=

 µ − µ  =
µ −µ

=

∑
 (23) 
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где ( , )T p t −  функция (20). Для определения 
( )na t  воспользуемся тем, что левая часть соот-

ношения (23) регулярна всюду, за исключением 
простых полюсов 2 2/ ( ).n np y t= µ  Проинтегри-
руем обе части (23) по p  последовательно по 
контурам 1 2, ,...., ,...nγ γ γ   

Контур nγ −  окружность с центром в точке np  
и радиусом ( ) 2

1 1min , / 2 ( ),n n n n nr y t− += µ −µ µ −µ  
то есть внутри контура nγ  содержится только 
одна особая точка .np  С учетом того что все 
слагаемые ряда, стоящего в левой части (23), 
кроме n-го, являются аналитическими функци-
ями на контуре nγ , получим 

2

2 2
1

2

( )exp ( / ( ))

( )( / ( ))

( ) ( , ) .
2 ( ( ) )

n

n

n n n

m n n

m

a t a y t t
dp

J p y t

y t T p t dp
J y t p

−γ

γ

 µ − µ  =
µ −µ

=

∫

∫
 

Воспользуемся далее теоремой Коши. По-
скольку полюса 2 2/ ( )n np y t= µ  простые, то 

2 2

2 2

2

2

/2

/2 / ( )

/ ( )
1

( , )Re ,
( )( ( ) )

( , )
( ( ) )

( , ) .
( )

n

n

n

m
m

m p y t
m

n
p y t

m n

T p ts
y tJ y t p

p T p t
p J y t p

T p t
J

=µ

=µ
−

 µ
= 

  

= =
 
 

µ
=

µ

 

С учетом (20) окончательно получим 
0

1

0
2( )

1

0 0

( ) ( ,0)
( )

exp ( , )
( ) ( )

y
m n

n m

yt
mn n

m

xa t x T x J dx
y t

a xx F x J dxd
y t y t

−

τ
−

µ = + 
 

  µ µ  + τ τ τ+        

∫

∫ ∫
 

2
1

0

exp ( ( ), ) ( )
( )

t
mna T y y

y t
−

  µ + τ τ τ τ × 
   

∫  

1
( ) ( )

( ) ( ) ( )
n n n

m m
y ydy J a J d

d y t y t y t−
 µ τ µ µ τ   × − τ +    τ     

 

2
1

0

( )exp ( )
( ) ( )

( ( ), )
( )

t
mn n

m

m
n

a ya y J
y t y t

T y d a
x y t

−
  µ µ τ  + τ τ ×        

µ∂ τ τ  × τ + × ∂  

∫
 

 
2

0

exp (0, ) .
( )

t
n

m
a T d
y t

  µ ×δ τ τ τ 
   

∫  (24) 

Таким образом, формально получено анали-
тическое решение тепловой задачи (1)–(5) со 
свободной границей в виде ряда типа Фурье – 
Ханкеля (22) с коэффициентами (24), завися-
щими от всех неоднородностей в (1)–(5), и ин-
тегральным уравнением (21) для закона пере-
мещения границы y(t). Однако на этом проце-
дура нахождения аналитического решения 
задачи не заканчивается. Теперь необходимо 
это решение улучшить по схеме (16)–(17), что 
приводит к следующему результату: 

2

1 2

( , ) ( ( ), )
( )

( ) 2(0, ) 1
( )2 ( )

m

m
m

xT x t T y t t
y t

m xT t
y t y t−

 = + 
 

δ Γ  + − + × 
 

 

    

2

2
2

11

( )exp
( )

,
( )( )

n
n

m n
m

m nn

aa t t
y t xx J

y tJ

∞

−=

  µ − 
   µ  ×  µ  

∑  (25) 

где 
0

1

0

( ) ( ,0)
( )

y
m n

n m
xa t x T x J dx

y t
− µ = + 

 ∫  

2( )
1

0 0

exp ( , )
( )

yt
mna x F x

y t

τ
−  µ

τ τ ×  
   

∫ ∫  

2

0

1

( ) exp
( ) ( )

( )( ( ), ) ( )
( )

t
n n

m

m n
m

x aJ dxd
y t y t

ydyT y y J
d y t

−

  µ µ × τ + τ × 
   

 µ τ × τ τ τ −  τ  

∫
 

1

1

0

( )
( ) ( )

( ) ( ( ), )( )
( )

n n
m

t
m n

m

a yJ d
y t y t

y T ya y J
y t x

−

−

µ µ τ − τ + 
 
µ τ ∂ τ τ + τ ×  ∂ ∫

 

2

2

0

exp
( ) ( )

exp (0, )
( )

m
n n

m

t
n

a d a
y t y t

a T d
y t

  µ µ  × τ τ + δ ×        
  µ × τ τ τ + 
   

∫
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22

(0, )exp
( ) ( )

m
n n

m
aT t t

y t y t

−   µ µ   + δ −        
 

     
22

1( ) ( ( ), )exp .
( )

m
n

m n
n

ay J T y t t t
y t

−

−

  µ − µ  
µ    

 (26) 

Именно в таком виде решение подлежит 
численной обработке, особенно в окрестности 
граничных точек. 

В случае выполнения условий сопряжения в 
постановке (1)–(5) 

0 0( ,0) (0, )x tT x T t→ + → += , 

0 0 0( ,0) ( ( ), )x y tT x T y t t→ + → +=  

решение (22), (24) непрерывно вплоть до грани-
цы области определения уравнения (1). В случае 

( ) consty t l= =  выражения (22), (24) примут из-
вестный вид 

 
2

2

2
11

2( , )

( / )exp ,
( )

mn m n
n

m nn

T x t
l

a J x la t x
l J

∞

−=

= ×

  µ µ × −    µ ∑
 (27) 

1

0

1

0 0

( ,0)

( , )

l
m n

n m

t l
m n

m

xa x T x J dx
l

xx F x J
l

−

−

µ = + 
 

µ + τ × 
 

∫

∫ ∫
 

2

2

1
0

exp

( ) exp ( , )

n n
m

t
n

m n

a adxd
l l

aJ T l d
l−

  µ µ × τ τ − ×    
  µ × µ τ τ τ +    ∫

 

 
2

0

exp (0, ) .
tm

n n
m

aa T d
l l

  µ µ   + δ τ τ τ        ∫  (28) 

В частных случаях для уравнения теплопро-
водности (18) при m = 0 (сплошной цилиндр) и 
m = 1/2 (бесконечная пластина) выражения (22), 
(24) примут вид: 

сплошной цилиндр (осесимметричный случай) 

2

2

02
11

2( , )
( )

( )exp ( / ( ))
,

( )( )
n n n

nn

T x t
y t

a t a y t t xJ
y tJ

∞

=

= ×

 − µ µ  ×  µ  
∑

 

0

0
0

2( )

0 0

( ) ( ,0)
( )

exp ( , )
( )

y
n

n

yt
n

xa t xT x J dx
y t

a xF x
y t

τ

µ = + 
 

  µ + τ τ × 
   

∫

∫ ∫
 

0

2

0

0 1

( )

exp ( ( ), )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

n

t
n

n n n

xJ dxd
y t

a T y
y t

y a ydy J J d
d y t y t y t

µ × τ + 
 

  µ + τ τ τ × 
   

µ τ µ µ τ   × + τ +    τ    

∫  

0
0

( ) ( ( ), )( )
( )

t
n y T ya y J
y t x

µ τ ∂ τ τ + τ ×  ∂ ∫  

 
2

exp .
( )

na d
y t

  µ × τ τ 
   

 (29) 

Здесь nµ −  корни уравнения ( ) 0.oJ µ =   
Бесконечная пластина (стержень с движу-

щейся границей) 
2

1

2( , ) ( )exp ( / ( )) sin ,
( ) ( )n

n

n xT x t a t an y t t
y t y t

∞

=

π = − π ∑  

0 2( )

0 0 0

( ) ( ,0)sin exp
( ) ( )

y yt

n
n x ana t T x dx
y t y t

τ   π π = + τ × 
   

∫ ∫ ∫   

2

0

( , )sin exp ( ( ), )
( ) ( )

tn x anF x dxd T y
y t y t

  π π × τ τ+ τ τ τ × 
   

∫  

( ) ( )sin cos
( ) ( ) ( )

n y dy an n y d
y t d y t y t

 π τ π π τ   × − τ +    τ    
 

              
2

0

(0, )exp .
( ) ( )

tan anT d
y t y t

  π π + τ τ τ 
   

∫  (30) 

Соответствующим образом записывается и 
интегральное уравнение (21) при m = 0 и m = 1/2. 
Из общих соотношений (21), (22), (24) следует, 
что изложенный подход может быть применен 
для решения задач как типа Стефана (и более 
общих для уравнения теплопроводности со 
свободной границей), так и тепловых задач в 
области с движущейся (известной) границей, 
причем в вырожденных и невырожденных об-
ластях. Последние случаи до настоящего вре-
мени еще не получили своего развития. 
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2. Задача Стефана. Вырожденная область 
[ ]0, ( ) , (0) 0x y t y∈ =   

Развитый подход на основе обобщенного 
интегрального преобразования оказывается 
весьма эффективным для ряда частных задач  
в (1)–(5). Одна из них – задача Стефана о пе-
ремещении фронта фазового перехода в среде  

[ ]0, ( ) ,x y t∈  охлаждаемой (или нагреваемой) с 
поверхности 0x =  в вырожденной области (по-
следнее в том смысле, что при 0t =  область со-
средотачивается в точке и имеет начальную 
температуру, например равную нулю). Имеем: 

       
2

2 , 0 ( ), 0, (0) 0,T Ta x y t t y
t x

∂ ∂
= < < > =

∂ ∂
 (31) 

 0( , ) const, 0,x cT x t T t= = = >  (32) 

 ( )( , ) , 0,x y t nT x t T t= = >  (33) 

 ( )
( , ) , 0.x y t

T x t dyA t
x dt=

∂
= >

∂
 (34) 

В задаче Стефана требуется определить за-
кон движения границы ( )y t  и температурное 
поле в среде ( , ).T x t  Эту задачу рассматривали 
А.Н. Тихонов и А.А. Самарский [8] на основе 
понятия эффективной теплоемкости, включаю-
щей в себя скрытую теплоту фазового перехо-
да, сосредоточенно выделяющуюся на поверх-
ности раздела фаз. Это позволило с использо-
ванием δ −  функции Дирака записать единое 
уравнение энергии сразу во всей области, заня-
той теплоносящей средой, причем условие 
Стефана явилось следствием этого уравнения.  
Решение этой задачи имеет вид: ( ) ;y t t= β β −  
β −  корень трансцендентного уравнения 
    2

02 / ( ) exp( / 4 ) ( / 2 ),A a a a− ϕ π = β β Φ β  (35) 

 0

2

( , ) ( / 2)

exp( / 4 ) ( / 2 ),

T x t A a

a x at

= ϕ + β π ×

× β Φ
 (36) 

где 2
0 ,

0

( ) 2 / exp( )
z

c nT T z y dyϕ = − Φ = π − −∫  

функция Лапласа.  
Используем далее для решения задачи (31)–(34) 

развитый выше подход. Закон движения границы 
найдем из интегрального уравнения (21), которое 
после подстановки s p= −  примет вид 

0

0

1exp( ) ( ( ) ) .apt ch y t p dt
ap aA

∞ ϕ
− = −∫  

После подстановки z p=  и вычисления 
известного интеграла  

2

0

2

2 exp( ) ( )

/ exp( / 4 ) ( / 2 ) 1/
2

z az ch z dz

a a a a
a

∞

− β =

β
= π β Φ β +

∫
 

приходим к выражению (35). Коэффициенты 
( )na t  после вычисления в (30) примут вид 

2

2 2
0

2

2 exp( )sin

2 exp 1 , 1.

n

n
a Aa az zdz
n

an n
n

πβ
β

= β +
π

  ϕ π
+ − ≥  

π β   

∫
 

Таким образом, ( , )T x t  может быть записана 
в виде, отличном от (36), а именно: 

       

2 2

2
1

'

1

( , ) exp sin

sin .

n
n

n
n

an n xT x t a
t

n xa
t

∞

=
∞

=

 π π
= − = 

β β 
π

=
β

∑

∑
 (37) 

Покажем теперь, что (36) и (37) совпадают. 
Выпишем необходимые в дальнейшем соотно-
шения: 

    

2 2

0
2 2 1

2 2

0

exp( )

(2 )! 2 ( )!exp( ) ,
! (2( ) 1)!

y
k

m m
k

m

x x dx

k k m yy y
k k m

∞ +

=

− =

+
= −

+ +

∫

∑
 (38) 

         

2 2 1

0
1 2

2

1

exp( )

( 1) ! ( 1)exp( ) ,
2 !

y
k

k m m

m k

x x dx

k yy
m

+

∞+

= +

=

− −
=

∫

∑
 (39) 

полученные путем последовательного интегри-
рования по частям. Разлагая sin zβ  в ряд и при-
меняя затем (39), найдем 

2 2 2 2 2
'

1

( 1) ( / ) !
! (2 1)!

k k m

n m
k m k

A an ma
n k a m

∞ ∞

= =

β − π β β
=

π +∑ ∑ . 

С другой стороны, представим ( / 2 )T x at   
в (36) в виде ряда 

1
( , ) sin , 0 ,n

n

n xT x t b x t
t

∞

=

π
= < < β

β∑  

где коэффициенты nb  находятся путем разложе-
ния функции в ряд Фурье на отрезке 0 .x t< < β   
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Отсюда находим 

0
2 2 2 2 2

1

2 ( / 2 )sin

( 1) ( / ) ! .
! (2 1)!

t

n

k k m

m
n m k

n xb T x at dx
t t

A an m
n k a m

β

∞ ∞

= =

π
= =
β β

β − π β β=
π +

∫

∑ ∑
 

Видим, что '
n na b=  и выражение (36) может 

быть представлено в эквивалентной аналитиче-
ской форме (37). Отсюда также следует, что 
выражение (37) удовлетворяет всем условиям 
задачи (31), (34), что не является очевидным 
при непосредственной проверке.  

Покажем теперь аналитическую эквивалент-
ность решения задачи 

      
2

2
1 , 0 , 0,T T Ta r t t

t r rr
 ∂ ∂ ∂

= + ≤ < β > 
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 (40) 

 
, 0;
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r

T r t r t

=β
∂

= >
∂

< ∞ ≥ ≥
 (41) 

которое можно получить, используя (29). Эта 
задача рассмотрена в [5], ее решение имеет вид: 
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2
aq rT r t t
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= + 
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 (42) 

Из (42) получаем граничное условие 

 
2( 4 )( ( ), ) .
2

q aT y t t tβ +
=

β
 (43) 

Такое же выражение для ( ( ), )T y t t  может быть 
получено из интегрального уравнения (21), в чем 
можно убедиться непосредственной подстанов-
кой. Из (29) найдем 
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Решение ( , )T r t  запишется в виде 
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Разлагая в ряд по степеням z  функции 

0 ( )kJ zµ  и 2 2exp( / )ka zµ β  и умножая ряды по 

формуле 
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С другой стороны, представим решение (42) 
в виде ряда 
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где коэффициенты ( )kb t  находятся по правилу 
разложения функции в ряд по функциям Бессе-
ля на отрезке 0 .r t≤ < β  Отсюда находим: 

1 2 2

02
1 0

2( ) 4 ( )
2 ( )k k

k

aqt zb t zJ z dz
aJ

 β
= + µ = 

β  µ ∫  

2
2 2

2
1

2 1

2 1 2 2 1 2
1

exp( / ) 2
4( )

( 1) ( 1) ( 1)
2 ( !) ( 2) 2 ( !)

k
k

n n

n n
n

aqt a
aJ

n
a n n n

∞ −

+ −
=

 β= − µ β + + 
 β µ 

 − β − −
+ + +

+
∑

 

1 1 2

2 1 2
1

( 1) ( 1)
2 !( 1)!( 1)!

n mn m

m
m

m n m a
m m n m

−− −

−
=

− − + −  + + + − + β 
∑  

2
2

2 ,
!

n
n

k
a

n

  + µ  β    
 

то есть ' ( ) ( )k ka t b t=  и выражения (42) и (44) 
аналитически эквивалентны. Таким образом, на 
частных примерах (как и в общем случае) пока-
зана эффективность развитого аналитического 
подхода при рассмотрении достаточно сложных 
случаев нестационарного теплопереноса в об-
ластях с движущимися во времени границами. 
Специфические особенности метода в случае 
задания граничных условий, отличных от рас-
смотренных, заключаются лишь в изменении 
ядра интегрального преобразования (19) [3]. 
Все остальные рассуждения сохраняются. 
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3. Решение задачи Стефана прямой и обратной 
методом дифференциальных рядов 

Обобщенное преобразование (19) приводит к 
аналитическому решению задачи (1)–(5) со 
свободной границей в виде ряда (25) с коэффи-
циентами в интегральной форме (26). В част-
ных случаях (задача Стефана и задачи типа 
Стефана) указанные соотношения могут быть 
записаны либо в замкнутой форме, либо в экви-
валентной в виде ряда Фурье – Ханкеля. Одна-
ко изложение аналитических подходов на этом 
не заканчивается. Рассмотрим еще один подход, 
весьма эффективный для данного класса задач, 
особенно задач Стефана прямых и обратных. 
Рассмотрим задачу: 

2

2 ( , ), 0 ( ), 0T Ta F x t x y t t
t x

∂ ∂
= + < < >

∂ ∂
, 

 ( (0) 0),y =  (45) 
 0( , ) ( ), 0,xT x t t t= = ϕ >  (46) 

 ( )( , ) ( ), 0,x y tT x t t t= = Ψ >  (47) 

 ( )
( , ) , 0.x y t

T x t dyA t
x dt=

∂
= >

∂
 (48) 

Прежде всего получим общее соотношение 
для записи решений уравнения (45). Для этого  
в (45) заменим x  на ,ξ  затем умножим на 
( )xξ −  и проинтегрируем по ξ  в пределах от x  
до ( ).y t  Последовательно проинтегрируем по 
частям m раз и затем, устремляя ,m →∞  полу-
чим следующее выражение для ( , ) :T x t   
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Соотношение (49) является обобщенным ря-
дом Коши для уравнения теплопроводности, 
когда условия Коши заданы вдоль некоторой 
аналитической дуги ( ).x y t=  Удовлетворяя 
граничному условию при 0,x =  получим урав-
нение для нахождения закона движения неиз-
вестной границы 
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Если в (45)–(48) 0( , ) const,x cT x t T= = =  
( ) const,nt TΨ = =  ( , ) 0,F x t =  то из (49) получаем 
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Обозначим 0 .c nT Tϕ = −  На основании (50) 
выпишем уравнение для определения границы 
области 
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Последнее соотношение выполняется, если 
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12 .n
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n
+γ = β  находим закон 

движения границы в виде ( ) ,y t t= β  где неиз-
вестный коэффициент β  подлежит нахождению. 
Для этого подставим ( )y t t= β  в (52) и произ-
ведем суммирование, используя соотношения  
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В результате получим трансцендентное урав-
нение 
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 (53) 

совпадающее с приведенным выше (35). Иско-
мое решение ( , )T x t , имеющее вид автомодель-
ного, можно получить из (51) при ( )y t t= β   
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2

0 exp .
2 4 2

A xa
a at

 β β  = ϕ + π Φ      
 (54) 

Это решение приведено в (36). Рассмотрим 
далее вопрос о нахождении коэффициента β  в 
законе .tβ  Уравнение (53) перепишем в более 
удобной форме для проведения численного счета 

 
2
0 0

0
2 exp

4 2B
 β β − = β Φ   
   π

, (55) 

где введены обозначения 0 / ,aβ = β  B =  
/ ( ).c nAa T T= −  В (55) введем функцию 0( )R β =  

2
0 0 0exp( / 4) ( / 2).= β β Φ β  Она является четной и 

принимает неотрицательные значения. Ее гра-
фик приведен на рис. 1 при 0 0.β >  В силу моно-
тонного возрастания 0( )R β  при 0 0β >  решение 
уравнения  (55)  на этом  интервале существует и  

единственно, так как прямая 2y
B

= −
π

  пере- 

секает график  функции 0( )R β  в единственной 
точке. Стоит отметить, что такое решение будет 
существовать только при отрицательных .B   

В таблице 1 приведены некоторые корни 
уравнения (55) при различных значениях ,B  
подсчитанные с точностью до восьмого знака 
после запятой. 

Таблица 1. Корни уравнения (55).  

B  0β  B  0β  
–1 0,8159238858 –6 0,3416036574 
–2 0,5857835710 –7 0,3164876847 
–3 0,4806983552 –8 0,2962042824 
–4 0,4173380583 –9 0,2793792658 
–5 0,3738364623 –10 0,2651298320 

 
Рассмотрим еще одно интересное приложе-

ние общего соотношения (49) при рассмотре-
нии обратной задачи Стефана. В обратной зада-
че Стефана по известному закону движения 
границы поверхности фазового перехода и из-
вестным краевым функциям в граничных усло-
виях на движущейся границе отыскивается 
температура в среде, ее значение на неподвиж-
ной границе и начальное распределение (по-
следнее при условии 0(0) 0y y= > ). С обратны-
ми задачами Стефана для уравнения теплопро-
водности приходится сталкиваться во многих 
вопросах науки и техники. В нашем случае рас-
смотрим один частный (но весьма характерный) 
пример обратной задачи, возникший при рас-
смотрении образования жидкой пленки при сты-

ковой электроконтактной сварке и непрерывным 
оплавлением, что характерно и для многих дру-
гих процессов. Итак, рассматривается однофаз-
ная обратная задача Стефана для жидкой фазы. 
Предполагаем теплофизические свойства жид-
кой фазы и толщину жидкой пленки ( ),y t  где 

( ) ,1 2,my t t m= < <  известными и будем в даль-
нейшем рассматривать наиболее интересные 
предельные случаи 1, 2.m m= =  На границе раз-
дела фаз температура постоянна и равна темпе-
ратуре плавления: ( ( ), )u y t t const ,C= =  также 
выполняется условие Стефана ( ( ), )xu y t t =  

'( ),y t= −  0t >  (здесь и в дальнейшем все едини-
цы измерения выбраны так, чтобы теплофизиче-
ские константы были равны единице, что не от-
ражается на сущности решения). Учитывая из-
ложенное, сформулируем задачу в виде 
     0,t xxu u− =   0 ( ), 0, (0) 0,x y t t y< < > =  (56) 
 ( ( ), ) const, 0,u y t t C t= = >  (57) 

 '( ( ), ) ( ), 0.u y t t y t t
x
∂

= − >
∂

 (58) 

Начальное условие можно принять произ-
вольным, например равным C, в силу того что 

(0) 0.y =  Используя (49) при 0С = , что всегда 
можно принять, не ограничивая общность, ре-
шение задачи (56)–(58) запишем в виде 
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Тогда при m = 1 имеем 
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Рассмотрим случай m = 2: 
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Поскольку (61) представляет ряд из произ-
водных, то пользоваться им крайне сложно. 
Представим (61) в виде степенного ряда, для 
чего положим , .x t x t− = α + = β  Тогда 
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С другой стороны, при 0x =  имеем 
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где Г(х) – гамма-функция. Опираясь на ее свой-
ства, находим 
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где 2F2(a,b; c,d; x) – обобщенный гипергеомет-
рический ряд, 

( )( , ) .
( )

nn Γ α +
α =

Γ α
 

Обратная задача Стефана является, вообще 
говоря, некорректной в смысле Адамара, по-
скольку малое изменение граничных условий 
ведет к произвольному изменению решения [11]. 
Однако в данном примере мы пришли к кор-
ректной первой краевой задаче 

0, 0 ( ), 0, (0) 0,t xxu u x y t t y− = < < > =  

3
2 2

3 1 2 1 4(0, ) , ; , ;( ) 1, 0,
4 4 3 3 3

u t F t t = − >  
( ( ), ) 0.u y t t =  

Ее решение может быть найдено с помощью 
приведенных выше соотношений. Следователь-
но, для m = 2 решение может быть найдено или 
непосредственно по формуле (62), или сведени-
ем к корректной задаче. 

Заключение 
Развиты аналитические подходы для решения 

краевых задач нестационарной теплопроводно-
сти обобщенного типа со свободной границей: 
метод обобщенного интегрального преобразова-
ния и метод дифференциальных рядов. Несмот-
ря на различие функциональных конструкций 
аналитических решений задачи Стефана и задач 
типа Стефана, методы приводят к эквивалент-
ным решениям. Рассмотрена серия обратных  
задач Стефана. Показано сведение указанных 
задач к корректной первой краевой задаче. 
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